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Imagerie et spectro-imagerie X
applique´es a` l’e´tude des proprie´te´s du milieu intergalactique
dans les amas de galaxies en cours de coalescence.
Les amas de galaxies sont des surdensite´s de matie`re gravitationnellement lie´es remplies d’un
gaz chaud et ionise´ e´mettant un rayonnement X. Ils se forment durant des phases d’accre´tion de
sous-groupes, au cours desquelles le gaz subit des processus de choc et de me´lange qui perturbent
ses proprie´te´s physiques a` l’e´quilibre hydrostatique. Pour cartographier les distributions spatiales
d’e´missivite´, de tempe´rature et d’entropie du plasma intergalactique observe´ par les te´lescopes
X, nous avons compare´ diffe´rents algorithmes d’imagerie multie´chelle, puis de´veloppe´ et teste´ un
nouvel algorithme de spectro-imagerie. Dans cet algorithme, le parame`tre recherche´ est estime´ a`
partir d’une statistique de comptage dans diffe´rents e´le´ments de re´solution spatiaux, puis ses va-
riations spatio-fre´quentielles sont code´es par des coefficients en ondelettes de Haar. La distribution
spatiale optimale du parame`tre est finalement restaure´e en seuillant la transforme´e en ondelettes
bruite´e.
Mots-cle´
Cosmologie observationnelle – Formation des structures – Amas de galaxies – Milieu intra-amas
Astronomie X – Imagerie – Spectro-imagerie – Ondelettes
X-ray imaging and spectro-imaging techniques
for investigating the intergalactic medium properties
within merging clusters of galaxies.
Clusters of galaxies are gravitationally bound matter over-densities which are filled with a hot
and ionized gas emitting in X-rays. They form during merging phases of subgroups, so that the
gas undergoes shock and mixing processes which perturb its physical properties at hydrostatic
equilibrium. In order to map the spatial distributions of the gas emissivity, temperature and
entropy as observed by X-ray telescopes, we compared different multi-scale imaging algorithms,
and also developed and tested a new multi-scale spectro-imaging algorithm. With this algorithm,
the searched parameter is first estimated from a count statistics within different spatial resolution
elements, and its space-frequency variations are then coded by Haar wavelet coefficients. The
optimal spatial distribution of the parameter is finally restored by thresholding the noisy wavelet
transform.
Keywords
Observational cosmology – Structure formation – Clusters of galaxies – Intra-cluster medium
X-ray astronomy – Imaging – Spectro-imaging – Wavelets
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Observe´ dans le domaine des longueurs d’onde visibles, le contenu mate´riel de l’Univers ob-
servable se pre´sente sous la forme d’une distribution de galaxies homoge`ne a` grande e´chelle mais
structure´e en filaments se´pare´s par de grands vides a` plus petite e´chelle. Les galaxies elles-meˆmes
ne sont pas re´parties de manie`re homoge`ne dans les filaments mais s’agre`gent en groupes de
quelques unite´s. A l’intersection des filaments, on observe des amas de plusieurs centaines de ga-
laxies. Cette composante visible de la matie`re n’e´tant pas assez massive pour assurer la cohe´sion
gravitationnelle des structures observe´es, on suppose qu’elle ne fait que tracer la distribution d’une
matie`re noire non collisionnelle dont la contribution en masse constitue l’essentiel de la quantite´
de matie`re contenue dans l’Univers. Les amas de galaxies sont des structures gravitationnellement
lie´es dont la masse se re´partit entre 80 % de matie`re noire et 20 % de matie`re baryonique. La
matie`re baryonique contenue dans les amas comprend les e´toiles et le milieu interstellaire consti-
tutif des galaxies, mais aussi le plasma intra-amas, qui constitue un gaz chaud (108K), peu dense
(10−3cm−3) et ionise´, remplissant l’espace intergalactique. Il e´met a` la fois un continuum de rayon-
nement de freinage des e´lectrons et de raies d’ionisation d’e´le´ments lourds dans le domaine des
X.
Selon le mode`le cosmologique admis actuellement, les structures de l’Univers, constitue´es es-
sentiellement de matie`re noire et visibles sous la formes de galaxies, groupes et amas de galaxies,
se forment hie´rarchiquement sous l’action de la gravitation, par accre´tion de matie`re le long des
surdensite´s filamentaires. Apre`s la phase, dite line´aire, ou` les sous-groupes de matie`re noire non
collisionnelle se forment hie´rarchiquement, le processus de formation des structures se complexifie
au cours d’une seconde phase, dite non-line´aire. La matie`re baryonique est accre´te´e dans le po-
tentiel gravitationnel forme´ par les structures de matie`re noire. Sa nature collisionnelle fait entrer
en jeu des processus non gravitationnels dans la dynamique de la formation des structures. Ces
processus sont aujourd’hui observables dans les groupes et les amas de galaxies qui sont les seules
structures encore en formation dans le cadre du sce´nario hie´rarchique. C’est le plasma intra-amas
qui en est principalement le sie`ge. En effet sa masse contribue significativement a` la masse de
matie`re baryonique et sa nature est plus collisionnelle que celle des galaxies. Ce plasma, confine´
dans le puits de potentiel de matie`re noire des amas, est en premie`re approximation a` l’e´quilibre
hydrostatique, mais il subit des coalescences de sous-groupes de masse, de taille et de tempe´rature
distinctes qui perturbent fortement cet e´tat d’e´quilibre. Ces coalescences entraˆınent des proces-
sus de me´lange et le de´veloppement d’ondes de chocs qui augmentent la tempe´rature et l’e´nergie
interne du gaz. Par ailleurs le milieu intra-amas interagit avec les galaxies: les vents galactiques
contribuent a` modifier l’e´nergie interne et la composition chimique du gaz, tandis que l’e´volution
stellaire et la morphologie des galaxies est perturbe´e par les mouvements du gaz.
Les groupes et les amas de galaxies sont donc des laboratoires ide´aux pour e´tudier, a` travers la
dynamique du plasma intra-amas, les processus non gravitationnels entrant en jeu dans le cadre
de la formation des structures. L’e´tude de ces processus est aussi motive´e pour quantifier les
perturbations d’e´nergie interne, d’entropie et de tempe´rature du gaz, qu’ils entraˆınent par rapport
a` un sce´nario conside´rant les amas comme des syste`mes isole´s et relaxe´s, a` l’e´quilibre hydrostatique.
C’est en effet sous cette hypothe`se que la tempe´rature du plasma intra-amas permet d’estimer la
masse des amas, tandis que son e´missivite´ X permet d’estimer la masse de gaz et la fraction de
baryons. Sous l’hypothe`se d’e´quilibre hydrostatique et en supposant que la fraction de baryons se
conserve, la morphologie des amas de galaxies se comporte de manie`re auto-similaire pour des amas
de diffe´rentes masses. Cette proprie´te´ remarquable implique une corre´lation entre la tempe´rature et
la luminosite´ moyenne des amas, LX ∝ T 2. La formation des amas e´tant assez re´cente, l’e´volution
de la distribution de masse des amas en fonction de leur distance a` l’observateur –donc du temps–,
fournit des contraintes sur les parame`tres cosmologiques et en particulier la densite´ de matie`re. Des
mesures de masses d’amas a` diffe´rentes distances sont ainsi effectue´es sur de grands e´chantillons
en utilisant la spectroscopie X. Il est important que ces mesures ne soient pas biaise´es par les effets
non gravitationnels entrant en jeu dans la dynamique du gaz. Un moyen de quantifier ces effets,
le cas e´che´ant variables en fonction du temps et du taux de coalescence des amas, est d’e´tudier les
e´carts aux lois autosimilaires luminosite´-tempe´rature et masse-tempe´rature qu’ils impliquent.
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Les variations spatiales d’e´missivite´, de tempe´rature et de me´tallicite´ du plasma intra-amas
peuvent maintenant eˆtre e´tudie´es a` des re´solutions de l’ordre de la dizaine de seconde d’arc
graˆce aux spectro-imageurs e´quipant les satellites X de dernie`re ge´ne´ration (Chandra; XMM-
Newton). De`s les premie`res observations d’amas en coalescence, ces satellites ont permis de mettre
en e´vidence avec une acuite´ sans pre´ce´dent des variations de tempe´rature du plasma associe´es
a` des ondes de choc ou de compression (Markevitch, 2001), ou encore a` des discontinuite´s de
contact entre le plasma a` l’e´quilibre hydrostatique et des sous-groupes de gaz froids et denses
en de´placement (Vikhlinin, 2001, Markevitch, 2001, Churazov, 1999, Churazov, 2003). Dans les
cas ou` la ge´ome´trie est favorable, la mesure des variations de tempe´rature et d’e´missivite´ du
plasma cause´es par les chocs permet de de´duire la cine´matique des composantes de gaz choque´.
Le couplage des variations de tempe´rature et d’e´missivite´ du plasma permet de mesurer des va-
riations d’entropie et de quantifier la dissipation d’e´nergie des chocs successifs subis par le plasma
(Markevitch, 1999). Enfin, dans les amas relaxe´s, on de´tecte des e´carts de me´tallicite´ entre les
re´gions du plasma a` l’e´quilibre et les re´gions centrales multiphases perturbe´es par les courants
de refroidissement (Fabian, 2002, Morris & Fabian, 2003, Sanders & Fabian, 2002). C’est dans
le but d’e´tudier globalement les proprie´te´s du plasma intra-amas dans les amas de galaxies en
coalescence observe´s par ces nouveaux satellites, par exemple en les comparant aux re´sultats de
simulations nume´riques, que nous avons cherche´ a` cartographier de manie`re exhaustive et optimale
la distribution des parame`tres de densite´, de tempe´rature et d’entropie du plasma.
Les spectro-imageurs X du type des came´ras EPIC place´es au foyer des te´lescopes e´quipant le
satellite XMM-Newton, sont des came´ras CCD a` comptage de photons. Pour chaque observation,
ils fournissent une liste de photons ou d”’e´ve´nements”, chaque e´ve´nement e´tant caracte´rise´ par
une coordonne´e spatiale (k,l) et une e´nergie e. En extrayant de la liste de photons un e´chantillon
d’e´ve´nements associe´ a` une re´gion du plan du ciel, on peut construire l’estimateur θ̂ d’un pa-
rame`tre physique θ du plasma intervenant dans le processus d’e´missivite´, par exemple la densite´ n,
la tempe´rature T , la me´tallicite´ Z, ou encore l’entropie spe´cifique s de´duite de T et n. Le proble`me
pose´ est de cartographier de manie`re optimale la distribution du parame`tre θ(k,l), le parame`tre
e´tant localement estime´ par θ̂ dans diffe´rents e´le´ments de re´solution spatiaux a` de´terminer. En
l’absence d’a priori sur la ge´ome´trie de la source, on utilisera des e´le´ments de re´solution isotropes
de taille variable. On pourra par exemple paver le plan du ciel en pixels carre´s de coordonne´e
spatiale (k,l) et de largeur a. Si l’estimateur θ̂ est optimal, sa variance σ2 
θ
de´croˆıt quand la taille
de l’e´chantillon augmente. Cette taille augmentant avec la surface des e´le´ments de re´solution spa-
tiaux dans lesquels le parame`tre est estime´, le choix du raffinement de maillage du plan du ciel
est le re´sultat d’un compromis entre la re´solution spatiale et l’intervalle de confiance associe´s a`
chaque estimation locale. Dans le cadre de l’analyse multire´solution, la transformation en on-
delettes apporte une solution a` ce compromis en codant l’amplitude des variations spatiales du
parame`tre θ(a,k,l) et de sa variance σ2θ a` l’e´chelle a par des coefficients de moyenne nulle dans
l’espace spatio-fre´quentiel. Dans cet espace, le signal θ(k,l) est caracte´rise´ par de fortes varia-
tions localise´es, tandis que des variations d’amplitude plus faible non localise´es caracte´risent sa
variance σ2 
θ
. En se´lectionnant les coefficients dont l’amplitude de´passe un seuil de signification, on
isole les e´le´ments de re´solution contribuant a` restaurer les variations significatives du signal. La
transforme´e en ondelettes de Haar permet d’imple´menter une dualite´ entre cette approche spatio-
fre´quentielle et une statistique de comptage multi-re´solutions dans l’espace direct. Dans le but
de restaurer la distribution d’e´missivite´ du plasma intra-amas θ = LX a` partir d’une distribution
poissonnienne de photons, nous utiliserons un algorithme dans lequel cette transforme´e est couple´e
a` un estimateur local du parame`tre de Poisson, – la moyenne du nombre de photons –. Dans cet
algorithme, spe´cialement adapte´ au comptage de photons a` faible statistique (Jammal & Bijaoui,
2000), la transforme´e en ondelettes est seuille´e a` partir de la densite´ de probabilite´ des coefficients
en ondelettes associe´s a` un processus de Poisson stationnaire. Pour restaurer les distributions spa-
tiales de tempe´rature et d’entropie du plasma intra-amas, nous couplerons aussi la transforme´e en
ondelettes de Haar avec des estimateurs locaux des parame`tres θ et de leur variance σθ, mais ces
estimateurs seront cette fois construits en utilisant l’information spectrale associe´e a` la statistique
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de photons.
La premie`re partie de ce document est consacre´e aux amas de galaxies, a` leur formation et leur
e´volution. Apre`s en avoir rappele´ la constitution, –galaxies, plasma intra-amas, matie`re noire–,
nous de´taillerons les deux processus majeurs d’e´mission du plasma intra-amas ionise´: le rayonne-
ment de freinage et les raies de de´sexcitation et de recombinaison des diffe´rents e´le´ments. Sous
l’hypothe`se d’e´quilibre hydrostatique, nous e´voquerons les proprie´te´s des amas relaxe´s, dans les-
quels ont peut estimer la masse de gaz et la masse totale a` partir de l’e´missivite´ et de la tempe´rature
du plasma, qui sont des observables. Nous e´voquerons ensuite la formation et l’e´volution des amas
de galaxies dans le cadre de la formation des structures et nous montrerons que les distributions
de tempe´rature, d’e´missivite´ et d’entropie du plasma sont des observables privile´gie´es pour e´tudier
la dynamique des amas en coalescence a` travers les processus de chocs et de me´lange intervenant
dans le gaz.
La seconde partie est consacre´e a` l’imagerie et a` la spectro-imagerie du plasma intra-amas. Nous
montrerons comment, a` travers une projection dans l’espace spatio-fre´quentiel, la transforme´e en
ondelettes permet d’isoler les variations localise´es d’un signal bruite´ de la contribution uniforme
du bruit. Dans le but de restaurer la distribution d’e´missivite´ du plasma intra-amas a` partir d’une
distribution poissonnienne de photons a` faible statistique, nous comparerons diffe´rents algorithmes
adaptatifs de de´bruitage. Parmi eux, nous choisirons d’utiliser un algorithme de seuillage de la
transforme´e en ondelettes de Haar spe´cialement adapte´ a` l’estimation locale d’un parame`tre de
Poisson. Nous pre´senterons ensuite un algorithme de spectro-imagerie destine´ a` cartographier la
tempe´rature et l’entropie du plasma intra-amas, et nous discuterons de ses performances tant en
imagerie qu’en spectroscopie en pre´sentant des tests sur des observations simule´es.
La troisie`me partie est consacre´e a` la pre´sentation de quelques re´sultats astrophysiques obtenus
en appliquant ces algorithmes d’imagerie et de spectro-imagerie a` des observations re´centes d’amas
et de groupes de galaxies avec les spectro-imageurs EPIC e´quipant le foyer du te´lescope XMM-
Newton. En imagerie, nous discuterons de la mise en e´vidence de l’e´mission e´tendue du plasma
intergalactique dans un groupe compact de sept galaxies spirales (HCG 16). En spectro-imagerie,
nous pre´senterons des cartes de tempe´rature et d’entropie du plasma intra-amas dans deux amas
de galaxies bimodaux en cours de coalescence (Abell 1750 et Abell 3921). Ces cartes mettent en
e´vidence des zones de compression chaudes du gaz a` l’interface des sous-groupes en coalescence.
Enfin nous pre´senterons la carte en tempe´rature tre`s perturbe´e d’un amas de galaxies chaud et
massif ayant subi des processus de coalescence et n’e´tant pas encore relaxe´: Abell 2163.
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Formation et e´volution des amas
de galaxies.
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Chapitre 1
Les amas de galaxies et
l’astronomie X.
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1.1 Les amas et les groupes de galaxies.
1.1 Les amas et les groupes de galaxies.
Si la distribution des galaxies est conside´re´e comme homoge`ne et isotrope a` grande e´chelle, elle
s’est par contre structure´e sous l’influence de la gravitation a` des e´chelles infe´rieures a` 100 Mpc, au
cours de l’e´volution de l’Univers. La re´partition des galaxies laisse alors apparaˆıtre des surdensite´s
filamentaires se´parant des re´gions vides. Ces surdensite´s elles-meˆmes ne sont pas homoge`nes, les
galaxies ayant tendance a` s’agre´ger le long des filaments en petites unite´s de quelques galaxies
a` quelques dizaines de galaxies, appele´es groupes de galaxies. Les amas de galaxies sont situe´s a`
l’intersection des filaments. Constitue´s de plusieurs centaines voire plusieurs milliers de galaxies
regroupe´es dans des volumes de 1 a` 10 Mpc3, ils forment les syste`mes autogravitants les plus
massifs observe´s dans l’Univers.
Les amas de galaxies ont e´te´ intensivement e´tudie´s en astronomie optique. G. Abell (1958)
puis F. Zwicky (1961-1968) ont constitue´ des catalogues d’amas qui servent toujours de re´fe´rence
en identifiant les amas par des crite`res statistiques exhaustifs. Les amas de galaxies se distinguent
pas leur richesse, –une fonction du nombre de galaxies– et par leur re´gularite´. Les amas re´guliers
sont des amas riches dont la re´partition de galaxies est dense dans la re´gion centrale et proche de
la syme´trie sphe´rique. Ils sont essentiellement constitue´s de galaxies elliptiques ou lenticulaires,
de type E ou S0. L’amas de Coma est un amas re´gulier. Les amas irre´guliers ne pre´sentent pas
de syme´trie e´vidente ni de surdensite´ unique au centre, mais peuvent pre´senter des morphologies
varie´es. Ils sont trois a` dix fois moins denses que les amas re´guliers et sont constitue´s de galaxies
de tout type dont un pourcentage conse´quent de spirales. L’amas de Virgo est un amas irre´gulier.
Les amas massifs laissent clairement apparaˆıtre des proprie´te´s de re´gularite´ et de se´gre´gation
morphologique des galaxies par rapport aux galaxies de champ. Ces proprie´te´s impliquent qu’ils
constituent des structures ayant e´volue´ de manie`re isole´e sans se disperser. Comme le temps
de traverse´e d’un amas par une galaxie est de l’ordre de grandeur de l’aˆge de l’amas (tcr =
109 ans, Sarazin, 1986), on en de´duit que les amas sont des syste`mes gravitationnellement lie´s.
Sous cette hypothe`se, on peut de´terminer leur masse en e´tudiant la dispersion de vitesse des
galaxies, alors vues comme des particules-tests dans le potentiel gravitationnel de l’amas. Ces
calculs montrent que la masse des amas est largement supe´rieure a` la masse totale des e´toiles et
du milieu interstellaire constitutif des galaxies. En effet la masse totale des amas ainsi de´rive´e est
typiquement de 1015M¯ pour une luminosite´ de 1013L¯. Les amas de galaxies sont en fait comme
toutes les structures de l’Univers essentiellement constitue´s de matie`re noire dont la pre´sence est
re´ve´le´e par ses effets gravitationnels.
La matie`re noire et la matie`re baryonique des galaxies ne constituent cependant pas les seules
composantes de la masse totale des amas. Une troisie`me composante a e´te´ mise en e´vidence avec la
de´couverte dans les anne´es 1970 d’un gaz chaud (108 K) et peu dense (n ' 10−3cm−3), e´mettant
un rayonnement de freinage dans le domaine des X et remplissant l’espace intergalactique dans
les amas. Ce gaz a d’abord e´te´ observe´ dans les amas les plus proches (Virgo; Coma; Perseus,
Cavaliere et al., 1971), puis dans de nombreux autres amas avec le lancement du satellite Uhuru
en 1972, permettant le premier releve´ complet du ciel en astronomie X. Ces premie`res observations
ont montre´ que:
– L’extension de cette composante gazeuse est comparable a` celle de la distribution de galaxies
(Kellog et al. 1972, Forman et al., 1972).
– La vitesse d’agitation des atomes du gaz,
kTg
µmp
, de tempe´rature Tg est comparable a` la
vitesse de dispersion des galaxies (Felten et al., 1966). Ce re´sultat s’interpre`te naturellement
en conside´rant que les deux composantes de matie`re baryonique sont gravitationnellemnt
lie´es dans un meˆme potentiel gravitationnel.
– La luminosite´ X (LX) et la vitesse de dispersion des galaxies (σr) sont corre´le´es dans de
nombreux amas: LX ∝ σ4r (Solinger et Tucker, 1972), ce qui implique une fraction de masse
de gaz constante.
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– La luminosite´ X et la fraction de spirales dans les amas sont inversement corre´le´es, les galaxies
interagissant d’autant plus avec le milieu intra-amas que celui-ci est dense et que les amas
sont massifs.
Les progre`s de l’astronomie X depuis ces de´couvertes, notamment en sensibilite´ et en re´solution
spatiale, permettent aujourd’hui d’e´tudier en de´tail les proprie´te´s du gaz chaud dans les amas et
groupes de galaxies. On sait maintenant que la contribution de la masse du gaz intra-amas a` la
masse totale est de l’ordre de 10 − 20%, elle est donc sensiblement supe´rieure a` la contribution
des galaxies. Le rapport masse-luminosite´ croissant avec la masse des amas (Blumenthal et al.,
1984), le rapport de masse entre les contributions du plasma intra-amas et des galaxies croˆıt de 1
a` 7 des groupes de galaxies aux amas les plus massifs (David et al., 1989, Arnaud et al., 1992). Le
plasma intergalactique est conside´re´ comme la composante baryonique dominante dans l’Univers,
notamment a` cause de sa contribution dans les groupes de galaxies (Fukugita, 1998). L’abondance
en e´le´ment lourds dans le plasma intra-amas, de l’ordre de la moitie´ de l’abondance solaire, prouve
que l’interaction entre les galaxies et le milieu intra-amas a joue´ un grand roˆle dans la formation
et l’e´volution des amas. Pourtant l’hypothe`se d’une origine purement galactique du plasma intra-
amas est exclue par l’importance de sa contribution de masse a` la masse baryonique dans les amas
massifs. On suppose donc qu’il s’agit essentiellement de gaz primordial accre´te´ dans le potentiel
gravitationnel des amas.
En astronomie X comme en astronomie optique, on a pu classer les amas selon leur re´gularite´,
la distribution de gaz dans les amas les plus massifs e´tant proche de la syme´trie sphe´rique alors que
les amas les moins massifs pre´sentent des morphologies X tre`s perturbe´es. Dans les amas massifs
et relaxe´s, l’hypothe`se d’e´quilibre hydrostatique permet de de´duire de la tempe´rature du gaz la
masse totale associe´e au potentiel gravitationnel, tandis que la masse de la composante gazeuse
est de´duite de l’e´missivite´ du gaz. Sous cette meˆme hypothe`se, les amas massifs pre´sentent des
proprie´te´s d’autosimilarite´ morphologique. Par ailleurs, d’autres parame`tres comme la fraction de
baryons e´tant conserve´s, la tempe´rature, la masse et l’e´missivite´ de ces amas sont corre´le´es. Ce
type de mesures pratique´es de fac¸on syste´matique sur des catalogues d’amas de diffe´rents aˆges et de
diffe´rentes masses est un indicateur de l’e´volution des distributions de matie`re noire et baryonique
dans l’Univers et fournit des contraintes sur les parame`tres cosmologiques.
La distribution spatiale du gaz intra-amas est un meilleur indicateur de la forme du potentiel
gravitationnel que la distribution de galaxies parce qu’elle est continue. L’e´tude des distributions
spatiales du plasma intra-amas a re´ve´le´ une structuration plus complexe que celle des distribu-
tions spatiales de galaxies, permettant de de´finir six a` sept sous-classes d’amas (Jones & Forman,
1992), parmi lesquelles des amas doubles et des amas simples. A cette classification morpholo-
gique s’ajoute une distinction entre d’une part les amas dont la distribution du plasma est centre´e
sur un coeur dense et une galaxie brillante en X, d’autre part les amas dont la distribution de
plasma est plus e´tendue, ne pre´sentant pas de galaxie centrale brillante en X (Forman & Jones,
1990). La pre´sence d’une galaxie brillante en X au coeur d’amas pre´sentant par ailleurs des pro-
prie´te´s d’irre´gularite´, –faible vitesse de dispersion des galaxies, fraction e´leve´e de spirales, faible
tempe´rature du plasma–, a montre´ que l’e´volution des amas ne pouvait se re´sumer a` un sce´nario
dans lequel les amas e´voluent comme des syste`mes isole´s d’un e´tat dynamique perturbe´ a` un e´tat
virialise´. Par ailleurs, les alignements de sous-structures observe´s dans les amas co¨ıncident avec
l’alignement de structures a` plus grande e´chelle (West et al., 1995). Ces observations montrent
que les amas sont actuellement en train de se former en accre´tant des sous-groupes de matie`re
issus des surdensite´s de matie`re a` grande e´chelle. Elles sont en accord avec le consensus the´orique
et observationnel qui conduit aujourd’hui a` privile´gier un processus hie´rarchique de formation des
structures dans le cadre de la cosmologie Λ−CDM . Si le plasma intra-amas ne constitue pas un
syste`me isole´, il est en fait soumis a` une compe´tition entre les phe´nome`nes d’accre´tion de sous-
structures et de relaxation du gaz, de temps caracte´ristiques comparables. On observe ainsi d’une
part des amas relativement massifs et relaxe´s et d’autre part des amas en cours de coalescence,
plus e´loigne´s de l’e´tat d’e´quilibre.
Les te´lescopes X re´cents permettent d’allier re´solution spatiale et spectrale et d’e´tudier, en
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cartographiant la tempe´rature et la me´tallicite´ du gaz, les processus physiques varie´s intervenant
au sein du plasma intra-amas. L’interaction du gaz avec les galaxies est observable dans les amas
les plus proches a` travers des processus d’enrichissement. La forte densite´ du plasma au coeur des
amas relaxe´s favorise le refroidissement du gaz et entraˆıne des courants de gaz en direction du coeur,
-courants de refroidissements-. Les processus de coalescence d’amas ge´ne`rent des ondes de chocs
qui chauffent le gaz et des processus de me´lange entre sous-groupes de tempe´ratures distinctes.
C’est particulie`rement dans le but d’e´tudier ces processus de colescence que nous pre´senterons des
techniques d’imagerie et de spectro-imagerie du plasma intra-amas.
1.2 Le plasma intra-amas.
Le plasma intra-amas est un gaz chaud (Tg ' 108K) et peu dense (n ' 10−3cm−3) essentiel-
lement constitue´, comme la matie`re primordiale, d’Hydroge`ne et d’Helium. Ce gaz est ionise´ et
optiquement mince pour le rayonnement X e´tant donne´es les tempe´ratures et densite´s conside´re´es.
Par ailleurs on peut conside´rer que le plasma intra-amas est a` la limite coronale, c’est-a`-dire que:
– les temps caracte´ristiques de collisions sont faibles devant le temps de refroidissement du
plasma de sorte que les particules suivent une distribution de Maxwell-Bolzmann de tempe´ra-
ture Tg;
– les processus d’excitation et de de´sexcitation collisionnelle sont plus lents que la de´sexcitation
radiative, de sorte que les ions sont au niveau fondamental;
– les transitions stimule´es sont ne´gligeables e´tant donne´ la dilution du champ de rayonnement.
Sous ces conditions, l’e´missivite´ du plasma est domine´e par trois processus, le rayonnement de
freinage des e´lectrons par les ions, –transitions libre-libre–, la recombinaison radiative, –transitions
libre-lie´e– et la de´sexcitation a` deux photons des niveaux me´tastables dans les ions hydroge´no¨ıdes.
Par ailleurs le plasma est a` l’e´quilibre d’ionisation.
La composante dominante du spectre d’e´mission du plasma intra-amas est un continuum de
rayonnement de freinage libre-libre des e´lectrons par les ions. Le rayonnement de freinage e´mis
par unite´ de temps, de fre´quence et de volume par les ions de charge Z est donne´ par:
²ffν =
25pie6
3mec3
[
2pi
3mek
] 1
2
Z2nenigff (Z,Tg,ν)T
−1
2
g × exp
(−hν
kTg
)
,
= neniΛ(T ) (1.1)
ou` ne et ni sont les densite´s e´lectronique et ionique,me la masse de l’e´lectron, Tg la tempe´rature
du gaz et gff le facteur de Gaunt qui tient compte de la cine´matique des collisions et d’effets
quantiques. Ce terme varie peu avec ν et Tg dans les longueurs d’onde X. On de´duit de (1.1) que
l’e´missivite´ du plasma intra-amas est proportionelle au carre´ de la densite´ de gaz et que la forme
du continuum est domine´e par le terme exp
(
−hν
kTg
)
et chute rapidement a` haute e´nergie.
De nombreuses raies de recombinaison des ions hydroge´no¨ıdes associe´es aux e´le´ments lourds
du plasma sont cependant de´tectables aux longueurs d’onde X. L’ensemble de ces processus a
d’abord e´te´ e´tudie´ pour le plasma de la couronne solaire par R. Mewe (1971, 1975), puis pour
le plasma intra-amas par Mewe et Gronenschild (1977,1981,1985). Ces auteurs ont fourni a` la
communaute´ X des mode`les d’e´missivite´ de plasmas ionise´s tenant compte des processus de
rayonnement de freinage, de recombinaison et de de´sexcitation pour tous les e´le´ments pre´sents:
H,He,C,N,O,Ne,Na,Mg,Al,Si,S,Ar,Ca,Fe,Ni. C’est le mode`le de Mewe (1985) que nous utiliserons
dans nos observations.
La figure 1.1 illustre le spectre d’e´mission d’un plasma intra-amas isotherme a` diffe´rentes
tempe´ratures (107 a` 4.108 K) simule´ par Sarazin et Bahcall (1977). Les e´missivite´s sont calibre´es
pour une sphe`re de 0.5 Mpc de diame`tre et pour une densite´ de n = 10−3cm−3. On constate que
le continuum de rayonnement de freinage domine la forme du spectre, mais que l’influence relative
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des raies d’e´mission augmente au fur et a` mesure que la tempe´rature du plasma et donc son degre´
d’ionisation diminue. L’e´missivite´ des amas froids et des groupes de galaxies peu massifs est ainsi
beaucoup plus sensible aux raies d’e´mission que celle des amas chauds et massifs. Par ailleurs,
le continuum de rayonnement de freinage e´tant duˆ aux atomes d’hydroge`ne alors que les raies
d’e´mission sont dues aux e´le´ments lourds, le rapport d’e´missivite´ entre raies et continuum permet
d’estimer la me´tallicite´ du milieu.
Fig. 1.1 – Spectre d’e´mission du plasma intra-amas a` diffe´rentes tempe´ratures, de 107 a` 4.108 K,
correspondant a` des e´nergies de 1.3 a` 50 keV, d’apre`s Sarazin et Bahcall (1977).
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2.1 Profils de densite´.
Le plasma intra-amas constitue en premie`re approximation un gaz de particules autogravitantes
a` l’e´quilibre hydrostatique, qui a e´te´ accre´te´ dans le potentiel gravitationnel de l’amas. L’hypothe`se
d’e´quilibre hydrostatique se justifie en conside´rant les amas de galaxies comme des syste`mes isole´s
et relaxe´s, c’est-a`-dire dont les surdensite´s se sont homoge´ne´ise´es au cours de l’e´volution de l’amas.
Le temps de traverse´e de l’amas par une onde sonore est en effet beaucoup plus court que l’aˆge de
l’amas. L’hypothe`se d’autogravitation se justifie quant a` elle en conside´rant que les vitesses d’agi-
tation des particules de gaz
kTg
µmp
impliquent un temps de traverse´e de l’amas par les particules de
l’ordre de grandeur de l’aˆge de l’amas. Le plasma intra-amas se disperserait donc s’il n’e´tait pas au-
togravitant (Sarazin, 1985). L’isotropie du proble`me conduit a` exprimer l’e´quilibre hydrostatique
dans le cadre d’un mode`le sphe´rique, le plasma intra-amas e´tant caracte´rise´ par ses profils de den-
site´ ρ(r) et de tempe´rature e´lectronique T (r). Le plasma intra-amas e´tant autogravitant, l’e´nergie
cine´tique des particules de gaz s’oppose au potentiel gravitationnel de l’amas. La tempe´rature
e´lectronique TX du plasma est donc un estimateur de la masse totale de l’amas. L’e´missivite´ du
plasma LX est quant a` elle de´pendante de la densite´ de gaz et constitue un estimateur de la masse
de gaz. Dans le cadre du mode`le hie´rarchique de formation des structures, les amas de galaxies
se sont forme´s par contraction gravitationnelle au sein de surdensite´s de matie`re noire devenues
instables. Ils ont alors atteint un e´tat d’e´quilibre virialise´. Les dispersions de vitesse et les fractions
de masse des diffe´rentes composantes de matie`re e´tant initialement homoge`nes, ces quantite´s se
sont conserve´es et on observe aujourd’hui que les amas relaxe´s pre´sentent des proprie´te´s autosimi-
laires quelle que soit leur masse: meˆmes profils de densite´ et de tempe´rature, fraction de baryons
constante, corre´lation masse tempe´rature MX − TX et luminosite´-tempe´rature, LX − TX .
2.1 Profils de densite´.
2.1.1 Densite´ de matie`re baryonique.
Des observations d’amas massifs et relaxe´s ont montre´ que les distributions de densite´ du
plasma intra-amas d’une part et des galaxies d’autre part sont en accord avec un mode`le ou` cha-
cune des deux composantes de matie`re baryonique se comporterait comme une distribution de
particules isotherme et autogravitante dans le potentiel gravitationnel de l’amas (Lea, 1975, Cava-
liere & Fusco-Femiano, 1976, Bahcall & Sarazin, 1977). Ce mode`le est celui de la sphe`re isotherme
autogravitante de King (1962). Son profil de densite´ peut eˆtre approche´ par une distribution du
type:
ρ(r) = ρo
[
1 +
(
r
ro
)2]− 32
, (2.1)
caracte´rise´e par un rayon de coeur ro. Si chaque composante de matie`re baryonique est iso-
therme et autogravitante, le plasma intra-amas est plus collisionnel que les galaxies, et la vitesse
d’agitation des particules de gaz est plus e´leve´e que celle des galaxies pour un meˆme potentiel
gravitationnel. Sous cette hypothe`se, Cavaliere & Fusco-Femiano (1976) ont montre´ que si la dis-
tribution de densite´ ρ(r) des galaxies suit un profil de King du type (2.1), la distribution de densite´
du plasma intra-amas suit un profil de densite´ du type ρgaz(r)
β , encore appele´ mode`le β:
ρgaz(r) = ρo
[
1 +
(
r
ro
)2]− 3β2
, (2.2)
ou` β =
σ2r
σ2
X
est le rapport des vitesses d’agitation des galaxies et des particules de gaz. On ob-
serve qu’il est relativement constant d’un amas a` l’autre. Arnaud et al. (2002) ont par exemple rap-
porte´ des mesures re´centes effectue´es sur un grand nombre d’amas chauds et relaxe´s de diffe´rentes
masses et a` diffe´rentes distances (0.04 < z < 0.80). Ils ont montre´ que les profils de densite´ de ces
amas pre´sentaient des proprie´te´s homothe´tiques remarquables ajustables par un mode`le-β avec
β = 23 , du moins au-dela` du rayon de coeur. Cette autosimilarite´ morphologique leur a permis
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d’utiliser la distance angulaire des amas comme un indicateur de distance et de contraindre les
parame`tres cosmologiques.
2.1.2 Densite´ de matie`re noire
Les distributions de densite´ du plasma intra-amas et des galaxies e´tant proches des profils de
densite´ de sphe`res isothermes autogravitantes, on peut supposer que la matie`re noire qui s’est
effondre´e dans les meˆmes conditions que la matie`re baryonique non collisionnelle suit la meˆme
distribution de densite´ que les galaxies. On verra dans la prochaine section que cette hypothe`se
permet de de´duire la masse totale des amas de l’ajustement des parame`tres β et ro de la distribution
de densite´ du plasma intra-amas. La comparaison des masses totales d’amas ainsi mesure´es avec
d’autres estimateurs de masse, – dispersion de vitesse des galaxies, lentilles gravitationnelles –,
montre a posteriori que cette hypothe`se de de´part e´tait raisonnable et que la dispersion de vitesse
des particules de matie`re noire σDM est proche de celle des galaxies.
Si le mode`le des sphe`res isothermes autogravitantes fournit des re´sultats satisfaisants en ce
qui concerne l’allure des profils de densite´ observe´s et les mesures de masse, il n’en reste pas
moins un mode`le ide´alise´. Des simulations hydrodynamiques re´centes de formation des structures
ont permis d’affiner l’allure des profils de densite´ des amas. Ces simulations prennent en compte
l’allure du spectre initial des fluctuations de densite´ (cf. section 3.2), l’e´volution dynamique de
l’Univers, les processus collisionnels de chocs et de turbulence dans le gaz et le couplage entre les
diffe´rentes composantes de matie`re. Par contre, les hypothe`ses de syme´trie sphe´rique, d’isother-
malite´ et d’e´quilibre hydrostatique sont leve´es. Les simulations de Navarro, Frenk & White (1995)
ont montre´ que les profils de densite´ de gaz dans les amas suivaient bien des lois autosimilaires
proches des lois du type mode`le-β, mais que le moment angulaire de la matie`re non collisionnelle
e´tait en partie transfe´re´ a` la matie`re collisionnelle, de sorte que les profils de densite´ de matie`re
noire e´taient plus pique´s qu’un mode`le -β. Ils s’ajustent par une loi singulie`re en 1r au coeur des
amas:
ρNFW (r) ∝ 1
r(1 + rrs )
2
. (2.3)
Ce profil de densite´ de matie`re noire est universel sur des e´chelles s’e´tendant des halos de
matie`re noire galactique aux amas de galaxies (Navarro, Frenk & White, 1996).
2.2 Calculs de masses.
2.2.1 Masse de gaz.
Les hypothe`ses d’e´quilibre hydrostatique et de syme´trie sphe´rique permettent de de´duire la
masse de la composante gazeuse de son e´missivite´ et de sa tempe´rature. L’e´quilibre hydrostatique
a` la distance r du centre de l’amas implique que le gradient de pression du gaz ∇PX de densite´
ρg, s’oppose au gradient du potentiel gravitationnel de l’amas, ∇Φ(r):
∇PX = −ρg∇Φ(r). (2.4)
Soit en exprimant le potentiel gravitationnel de l’amas en fonction de sa masse totale Mt:
dPX
dr
= −GMtρX
r2
. (2.5)
Par ailleurs la loi des gaz parfaits donne:
PX =
ρgkBTX
µmH
, (2.6)
ou` mH est la masse de l’atome d’hydroge`ne et µ le poids mole´culaire moyen. De (2.5) et (2.6)
on de´duit alors l’e´galite´ suivante:
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d ln(PX)
dr
=
1
PX
∂PX
∂r
=
µmH
ρGkBTX
[
−GMT ρX
r2
]
. (2.7)
Cette relation permet d’exprimer la masse de gaz contenue dans la sphe`re de rayon r en fonction
des gradients logarithmiques de tempe´rature et de densite´, qui sont des observables:
Mt(r) = −kBTX(r)r
2
GµmH
[
d ln(PX)
dr
]
= −kBTX(r)r
GµmH
[
d ln(PX)
d ln r
]
= −kBTX(r)r
GµmH
[
d ln(ρX)
d ln r
+
d ln(TX)
d ln r
]
. (2.8)
Dans le cas ou` le plasma est isotherme, le deuxie`me terme est nul et la masse de gaz s’exprime
simplement par:
Mt(r) = −kBTXr
GµmH
[
d ln(ρX)
d ln r
]
= −σ
2
Xr
G
[
d ln(ρX)
d ln r
]
, (2.9)
ou` σ2X =
kBTX
µmH
est la dispersion de vitesse des particules de gaz.
2.2.2 Masse de matie`re noire.
Si l’on suppose que les distributions de matie`re noire et de particules de gaz sont des sphe`res
isothermes autogravitantes, l’e´quation (2.9) est ve´rifie´e pour la matie`re noire comme pour la
matie`re baryonique et les dispersions de vitesse des deux espe`ces de matie`re, σ2X et σ
2
DM , sont
lie´es par la relation:
d ln(ρX)
d ln r
=
σ2DM
σ2X
d ln(ρDM )
d ln r
. (2.10)
Par ailleurs si la distribution de matie`re noire est celle d’une sphe`re isotherme autogravitante,
son profil de densite´ peut eˆtre approche´ par un profil de King de rayon de coeur ro. De (2.10)
et (2.1) on de´duit que le profil de densite´ de la distribution de gaz est un mode`le-β parame´tre´
par le rapport des dispersion de vitesses de matie`re noire et baryonique β =
σ2DM
σ2
X
(cf. e´quation
2.2). Sous les hypothe`ses d’isothermalite´ et d’e´quilibre hydrostatique des composantes de matie`re
noire et baryonique, cette forme analytique de parame`tres ro et β peut eˆtre ajuste´e aux profils de
densite´ observe´s pour de´duire simultane´ment d’apre`s (2.9) la masse de gaz et la masse totale de
leurs profils de densite´s respectifs. La masse totale de l’amas ainsi de´duite s’exprime par:
Mt(r) = 1.13× 1015β
(
T
10keV
)
×
(
r
Mpc
) ( r
ro
)2
[
1 +
(
r
ro
)2]h−1M¯. (2.11)
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2.3 Relations autosimilaires.
La nature homothe´tique des profils de densite´ du plasma intra-amas observe´e dans les amas
relaxe´s conduit a` e´tudier les proprie´te´s autosimilaires des amas a` l’inte´rieur d’une sphe`re de rayon
rc et de densite´ moyenne constante, ρ¯ = δcρc, ou` δc est la surdensite´ de la sphe`re par rapport a` la
densite´ critique. La surdensite´ δc = 200 est souvent utilise´e parce que les simulations nume´riques
montrent qu’elle correspond environ a` la taille des structures virialise´es. Le rayon r200 associe´ a`
cette surdensite´ est appele´ “rayon viriel”. Apre`s avoir introduit les parame`tres du proble`me et
calcule´ l’e´missivite´ X du plasma contenu dans une sphe`re de densite´ moyenne constante, nous
montrerons que sous les hypothe`ses de l’e´quilibre hydrostatique et d’une fraction de baryons
constante, la luminosite´ et la tempe´rature du plasma intra-amas contenu dans une sphe`re de
surdensite´ moyenne constante sont corre´le´es.
2.3.1 Emissivite´ d’une sphe`re de densite´ moyenne constante.
Le profil de densite´ ρ(r) du plasma intra-amas dans la sphe`re de densite´ moyenne ρ¯ suit une
loi autosimilaire ρo telle que ρ(r) = ρo(
r
rc
). Introduisons la variable invariante d’e´chelle y = rrc
et exprimons la loi autosimilaire ρo(y) en fonction d’une fonction de densite´ h(y) et de la densite´
critique:
ρo(y) = ρ¯h(y). (2.12)
La de´finition du rayon rc de la sphe`re de densite´ moyenne ρ¯ impose la condition de normalisation∫ 1
0
h(y)y2dy = 13 . En effet, la masse de la sphe`re doit ve´rifier:
M(rc) =
4
3
pir3c ρ¯ =
∫ rc
0
ρ(r)× 4pir2dr
= ρ¯r3c ×
∫ 1
0
h(y)4piy2dy. (2.13)
L’e´missivite´ de la sphe`re de densite´ moyenne constante LX , s’exprime en fonction de l’e´missivite´
par unite´ de volume du plasma Λ(T ) et de la densite´ de matie`re ρ(r) en introduisant la fraction
de gaz fgaz =
ρgaz(r)
ρ(r) :
LX = Λ(T )
∫ 1
0
ρ2gaz(r)× 4pir2dr
= Λ(T )f2gaz ρ¯
2r3c ×
∫ 1
0
h2(y)4piy2dy
= Λ(T )M(rc)× f2gaz ρ¯× [C]. (2.14)
Dans cette expression le terme [C =
∫ 1
0
h2(y)4piy2dy] est un facteur constant qui ne de´pend
que de la forme de la fonction de densite´ autosimilaire h(y). Si l’e´missivite´ du plasma est domine´e
par le rayonnement de freinage, on a Λ(T ) ∝ √T et:
LX ∝ Λ(T )M(rc)
∝
√
TM(rc) (2.15)
Relations masse-tempe´rature et luminosite´-tempe´rature.
Sous les hypothe`ses d’e´quilibre hydrostatique et d’isothermalite´ des distributions des particules
de gaz et de matie`re noire, la masse de la sphe`re de densite´ moyenne constante M(rc) peut eˆtre
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de´duite de l’expression (2.11). De (2.13) et (2.11) on de´duit que M(rc) ∝ r3c ∝ Trc. Le rayon de la
sphe`re rc et la masse contenue dans la sphe`re de surdensite´ moyenne constante suivent donc des
relations autosimilaires avec la tempe´rature:
rc ∝
√
T
M(rc) ∝ T 32 . (2.16)
Cette relation traduit la corre´lation entre la dispersion de vitesse des particules de gaz virialise´
et la profondeur du puits de potentiel gravitationnel. En supposant que la fraction de baryons
se conserve, elle implique aussi une corre´lation entre la masse et la tempe´rature du plasma intra-
amas, ou encore entre sa luminosite´ et sa tempe´rature, qui sont des observables. De (2.14) et (2.16)
on de´duit en effet que:
LX ∝ T 2X . (2.17)
Cette corre´lation est ve´rifie´e de manie`re remarquable avec des amas relaxe´s suffisamment
chauds pour que l’e´missivite´ du plasma soit domine´e par la rayonnement de freinage et dans
lesquels les courants de refroidissements sont peu prononce´s. La figure (2.1) illustre la corre´lation
pour un releve´ re´cent d’amas se´lectionne´s selon ces crite`res. Il existe donc un accord entre mode`le
analytique, simulations nume´riques et observations pour les amas relaxe´s a` l’e´quilibre hydrosta-
tique.
Fig. 2.1 – Corre´lation luminosite´-tempe´rature pour un e´chantillon de 24 amas, d’apre`s Arnaud &
Evrard, 1999.
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Formation des structures de
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3.1 Evolution dynamique de l’Univers
Le contenu mate´riel de l’Univers est observable sous la forme de galaxies regroupe´es en fila-
ments, groupes et amas. Il est caracte´rise´ par une structuration hie´rarchique, mais aussi homoge`ne
et isotrope a` grande e´chelle. La composante de matie`re visible, graˆce a` des processus de rayonne-
ment varie´s a` diverses longueurs d’onde, ne peut expliquer a` elle seule la cohe´sion gravitationnelle
des structures. C’est pourquoi on suppose que l’essentiel de la masse des structures est constitue´e
de halos de matie`re “noire”, non collisionnelle. L’Univers est par ailleurs rempli d’un rayonnement
homoge`ne et thermalise´ issu de l’Univers primordial. Enfin on observe que les structures constitu-
tives de l’Univers s’e´loignent d’autant plus vite les unes des autres qu’elles sont distantes. Cette
proprie´te´ d’expansion d’un Univers homoge`ne et isotrope se caracte´rise par la loi de Hubble qui
traduit l’e´volution d’un parame`tre d’e´chelle a(t), proportionnel aux distances intergalactiques:[
a˙
a
]
t
= H(t), (3.1)
ou` H(t) le parame`tre de Hubble a` l’instant t. On mode´lisera finalement l’Univers comme
un fluide en expansion, caracte´rise´ par son parame`tre d’e´chelle a(t), une densite´ de matie`re, –
essentiellement noire–, ρM, et une densite´ d’e´nergie de rayonnement ρR.
Dans le cadre de la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale, la courbure de l’Univers est modifie´e par
la densite´ de matie`re-e´nergie de ses principaux constituants, qui agit comme une source gravita-
tionnelle. Cette densite´ ρT est constitue´e des densite´s d’e´nergie de la matie`re et du rayonnement,
ρM et ρR, auxquelles on a ajoute´ le terme ρΛ pour rendre compte de l’influence de la constante
cosmologique Λ, apparaissant dans les e´quations d’Einstein:
ρT = ρM + ρR + ρΛ. (3.2)
Il est d’usage de normaliser l’ensemble de ces termes de densite´ a` la densite´ critique ρc =
3H2o
8piG ,
qui constitue dimensionnellement une unite´ “naturelle” d’e´nergie, et de de´finir les parame`tres:
Ωi =
ρi
ρc
. L’e´quation (3.1) se re´e´crit alors:
ΩT = ΩM +ΩR +ΩΛ. (3.3)
La figure 3.2 illustre le comportement des trois termes de densite´ en fonction de la tempe´rature
de l’Univers, -ou du temps-. La conservation de la quantite´ de matie`re implique que la densite´ de
matie`re de´croˆıt en a−3(t), tandis que cet effet, qui s’ajoute a` la perte d’e´nergie des photons au
cours de l’expansion -effet Doppler-, conduit a` une de´croissance en a−4(t) de la densite´ d’e´nergie
de rayonnement. Enfin la “densite´” associe´e a` la constante cosmologique est un terme constant.
On constate qu’au cours de son e´volution, la densite´ d’e´nergie de l’Univers a successivement e´te´
domine´e par l’une des trois composantes, le rayonnement dans l’Univers primordial, puis la matie`re
pendant une grande partie du temps, puis re´cemment la constante cosmologique. Selon le mode`le
cosmologique actuellement favorise´ par les observations, les valeurs des constantes ΩM et ΩΛ sont
respectivement de l’ordre de 0,3 et 0,7, conduisant a` une domination de la constante cosmologique
pour un parame`tre d’e´chelle supe´rieur a` 0,75 fois sa valeur actuelle ao
(
a
ao
<
[
ΩM
ΩΛ
] 1
3 ' 0.75
)
.
Connaissant l’e´volution de la densite´ d’e´nergie de l’Univers, on peut de´duire l’e´volution du
parame`tre d’e´chelle des e´quations d’Einstein et l’interpre´ter, a` l’aide de l’e´quation de Friedmann,
comme une compe´tition entre l’expansion et l’influence gravitationnelle des diffe´rents termes de
densite´: [
a˙
a
]2
= H2o
[
ΩRaˆ
−3 +ΩMaˆ−4 +ΩΛ + (1− ΩT)aˆ−2
]
, (3.4)
ou` on a introduit les parame`tres d’e´chelle aˆ = a(t)a(to) , normalise´s a` leurs valeurs a` l’instant
pre´sent, to. En multipliant (3.4) par a
2 puis en diffe´rentiant, on peut exprimer l’acce´leration du
parame`tre d’e´chelle:
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Fig. 3.1 – Densite´ d’e´nergie de radiation, de matie`re et densite´ d’e´nergie associe´e a` la constante
cosmologique en fonction de la tempe´rature de l’Univers. D’apre`s J. Rich.
a˙2 = H2oa
2
o
[
ΩMa
−1 +ΩRa−2 +ΩΛa2 + (1− ΩT)
]
a˙ = −H2oao
[
ΩM
2
aˆ−2 +ΩRaˆ−3 − ΩΛaˆ
]
(3.5)
On constate alors que les densite´s d’e´nergie de matie`re et de rayonnement ont pour effet de
ralentir l’expansion, alors que la densite´ d’e´nergie associe´e a` la constante cosmologique a pour effet
de l’acce´le´rer.
Durant l’essentiel du temps d’e´volution de l’Univers, la densite´ de matie`re est le terme de
densite´ dominant, on a alors ΩT ' ΩM. Par ailleurs les termes (ΩRaˆ−3) et (ΩΛ) sont ne´gligeables
devant le terme (ΩMaˆ
−4) et l’e´quation de Friedmann se rame`ne a` la forme simplifie´e suivante:[
a˙
a
]2
= H2o
[
ΩMaˆ
−4 + (1− ΩT)aˆ−2
]
. (3.6)
On distingue alors deux possibilite´s d’e´volution du parame`tre d’e´chelle:
– Si ΩM = ΩT ≤ 1, a˙ est toujours positif et l’Univers, qualifie´ d’Univers ouvert, est en expansion
e´ternelle.
– Si ΩM = ΩT > 1, a˙ est positif tant que le parame`tre d’e´chelle est infe´rieur a` amax =
ao
ΩM
ΩT−1 , s’annule si a = ao, est ne´gatif sinon. L’Univers, alors qualifie´ d’Univers ferme´, est
en expansion jusqu’a` amax, puis se contracte.
Les observations favorisent une valeur de ΩT proche de 1, c’est a` dire un Univers proche de la
densite´ critique pendant la pe´riode de domination de la matie`re.
Enfin durant la pe´riode de domination de la constante cosmologique, la plus re´cente, c’est le
terme (ΩΛ) qui domine les termes (ΩRaˆ
−3) et (ΩM), et le parame`tre d’e´chelle croit exponentielle-
ment: a(t) ∝ exp(HoΩ
1
2
Λt).
3.2 Formation des structures
L’univers observable, de densite´ moyenne ρ¯, est aujourd’hui structure´ de manie`re hie´rarchique
avec de fortes surdensite´s de matie`re a` diffe´rentes e´chelles: δρρ¯
∣∣∣
to
> 1. Or l’analyse du rayonne-
ment de fond cosmologique montre que l’univers e´tait par le passe´ beaucoup plus homoge`ne. Ce
rayonnement a e´te´ e´mis au temps de la recombinaison trec, quand la tempe´rature de l’Univers est
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devenue suffisamment basse pour que la matie`re se de´couple du rayonnement. C’est un rayonne-
ment thermalise´ qui ne laisse apparaˆıtre que de tre`s faibles inhomoge´ne´ite´s dans sa distribution
de tempe´rature et donc dans la distribution de matie`re qui l’a engendre´. Sous l’hypothe`se de per-
turbations adiabatiques, on a en effet, d’apre`s les observations du fond diffus sur des e´chelles de
10 environ, δρρ
∣∣∣
trec
' δTT
∣∣
trec
= 10−5. Toute la proble´matique de la formation des structures est
de comprendre en de´tail comment les inhomoge´ne´ite´s de faible amplitude de l’Univers primordial
ont conduit a` la structuration hie´rarchique observe´e aujourd’hui. La formation des structures se
de´roule en deux phases successives. Pendant la premie`re phase, dite line´aire, avec δρρ¯ < 1, on peut
line´ariser les e´quations de l’hydrodynamique pour e´tudier l’amplification des perturbations d’un
Univers a` l’e´quilibre hydrostatique. Pendant la deuxie`me phase, dite non-line´aire, avec δρρ¯ > 1, on
doit e´tudier se´pare´ment le comportement des structures en formation et celui du reste de l’Univers.
La phase line´aire.
L’amplification des inhomoge´ne´ite´s de matie`re δρρ est due au processus d’instabilite´ gravita-
tionnelle, de´veloppe´ par Jeans. Dans un fluide collisionnel, elle est le re´sultat d’une compe´tition
entre la pression qui tend a` effacer les inhomoge´ne´ite´s par la propogation d’ondes sonores et la
gravitation qui les amplifie. Or le temps caracte´ristique d’effondrement gravitationnel d’une struc-
ture (teff ' [Gρ]−
1
2 ) est inde´pendant de sa masse M ou de sa taille caracte´ristique L, tandis que
le temps de traverse´e de la structure par une onde sonore de vitesse cS , ts ' c−1S L, en de´pend.
Il existe donc une longueur caracte´ristique LJ, appele´e longueur de Jeans, au-dela` de laquelle la
gravitation l’emporte sur la pression et la structure s’effondre:
LJ = cSteff
= cSGρ
− 12 . (3.7)
On de´finit aussi une masse critique d’instabilite´ gravitationnelle appele´e masse de Jeans, MJ
et correspondant a` la masse d’une structure de longueur caracte´ristique LJ. Enfin dans un fluide
non-collisionnel, on peut appliquer le meˆme formalisme en conside´rant que c’est la dispersion de
vitesse des particules qui s’oppose a` la gravitation pour effacer ou amplifier les inhomoge´ne´ite´s.
Pendant la pe´riode de domination du rayonnement, l’Univers e´tait un gaz de particules relati-
vistes, de pression p = ρ3 , correspondant a` une vitesse du son proche de la vitesse de la lumie`re:
cS =
c√
3
. L’ordre de grandeur de la longueur de Jeans e´tait donc de LJ = cGρ
− 12 , correspondant
au rayon de l’Univers observable Lhorizon. A partir du moment ou` la matie`re a domine´ la dyna-
mique de l’Univers, –z < zeq–, le gaz est devenu non relativiste et la vitesse du son, ainsi que la
longueur de Jeans ont chute´ de plusieurs ordres de grandeur: cS ¿ c, LJ ¿ Lhorizon.
Sous l’hypothe`se d’une matie`re essentiellement noire et non collisionnelle, -Cold Dark Matter-,
toutes les fluctuations de longueur comprise entre les longueurs de Jeans avant et apre`s l’e´quivalence
matie`re-rayonnement commencent a` croˆıtre a` zeq, tandis que les fluctuations de longueur supe´rieure
a` la taille de l’horizon a` zeq ont commence´ a` croˆıtre plus toˆt. Il s’oppose aux sce´narios de matie`re
noire relativiste, -par exemple constitue´e de neutrinos massifs-, dans lesquels les fluctuations sont
amorties apre`s zeq et les petites structures se forment plus tardivement par fragmentation. Le
sce´nario de matie`re sombre froide est actuellement favorise´ par rapport aux sce´narios de matie`re
noire relativiste, qui permettent difficilement expliquer l’amplitude de l’amplification des pertur-
bations observe´e entre l’Univers primordial et l’Univers actuel.
Notons que ce sce´nario n’est valable que pour la matie`re noire qui domine la dynamique de
l’Univers. En effet, au cours l’e´volution de l’Univers, la matie`re baryonique a e´te´ successivement
couple´e au rayonnement puis de´couple´e du rayonnement a` la “recombinaison”, –z > zrec > zeq–,
quand la tempe´rature de l’Univers est devenue suffisammment basse pour que la densite´ d’e´nergie
de rayonnement soit infe´rieure a` l’e´nergie de dissociation des atomes d’hydroge`ne. Pendant la
pe´riode de couplage matie`re-rayonnement, les fluctuations de densite´ de matie`re baryonique ont
e´te´ amorties par la pression de radiation sur des e´chelles de distance correspondant a` un temps de
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diffusion des photons infe´rieur au temps caracte´ristique d’effondrement des structures. C’est seule-
ment apre`s la recombinaison que la distribution de matie`re baryonique a pu suivre la distribution
de matie`re noire dont la croissance des perturbations avait de´ja` commence´ a` toutes les e´chelles a`
z = zeq.
La phase non-line´aire.
La croissance des perturbations se poursuivant a` toutes les e´chelles apre`s z = zeq, la densite´
d’e´nergie de l’Univers est alors domine´e par la densite´ de matie`re et l’e´volution de l’Univers suit
l’e´quation de Friedmann simplifie´e pour un univers domine´ par la matie`re (3.6), par ailleurs sa
densite´ est proche de la densite´ critique (ΩM = 1).
Le comportement d’une surdensite´ locale peut-eˆtre e´tudie´ qualitativement en utilisant le mode`le
sphe´rique. La figure 3.2 illustre une surdensite´ sphe´rique isole´e de densite´ ρ > ρo, supe´rieure a`
la densite´ critique. L’application du the´ore`me de Gauss montre que le potentiel gravitationnel
auquel est soumis la sudensite´ ne de´pend que de sa densite´ interne ρ. La surdensite´ peut donc eˆtre
e´tudie´e de manie`re isole´e du reste de l’Univers. Elle constitue alors un mini-Univers pour lequel
l’e´quation (3.6) s’applique. La densite´ de l’Univers ρo e´tant critique, la surdensite´ est sur-critique et
constitue un mini-Univers ferme´ dont l’expansion va s’arreˆter puis de´croˆıtre. La surdensite´ va alors
s’effondrer jusqu’a` atteindre un e´tat d’e´quilibre virialise´, isole´ du reste de l’univers en expansion.
Le sce´nario hie´rarchique.
Dans le cadre d’un sce´nario ou` la matie`re est essentiellement constitue´e de matie`re sombre
froide, les structures aujourd’hui observe´es a` toutes les e´chelles ont commence´ a` se former a`
l’e´quivalence matie`re-rayonnement, par instabilite´ gravitationnelle de fluctuations de densite´ de
matie`re issues de l’Univers primordial. Si l’origine de ces fluctuations primordiales sort encore
du cadre de la physique actuelle, la structuration de l’Univers aujourd’hui observe´e impose des
contraintes sur la nature de leur spectre d’e´chelle. L’absence d’e´chelle caracte´ristique dans la
fonction de corre´lation des structures actuelles sugge`re de mode´liser ce spectre par une loi de
puissance:
δρ
ρ
=
δM
M
= AM−α, (3.8)
une valeur de α positive assurant l’homoge´ne´ite´ de l’Univers a` grande e´chelle. La valeur α = 32
s’accorde bien avec les observations. Par ailleurs, elle correspond a` un spectre de fluctuations
particulier, dit de “Harrison-Zeldovich”, qui a deux proprie´te´s the´oriques inte´ressantes. D’une
part, il est pre´vu par les mode`les d’inflation, d’autre part il correspond a` une amplitude des
fluctuations invariante d’e´chelle a` leur entre´e dans l’horizon.
Un spectre en loi de puissance de type Harrisson-Zeldovich implique que l’amplitude des per-
turbations de´croˆıt avec l’e´chelle de sorte que ce sont les plus petites perturbations qui deviennent
non line´aires les premie`res. Dans ce sce´nario, appele´ mode`le hie´rarchique, les structures de masse
supe´rieure a` la masse de Jeans a` la recombinaison se forment rapidement. Cette masse de 106M¯
correspond a` celle des amas d’e´toiles. Les structures plus petites se forment par fragmentation,
tandis que les structures plus grandes, -galaxies, groupes et amas de galaxies-, se formeront plus
tardivement, par accre´tion de sous-structures. Les amas de galaxies sont probablement les plus
grandes structures actuellement observables et les dernie`res structures forme´es. En effet si la den-
site´ d’e´nergie de l’Univers est maintenant domine´e par la constante cosmologique le terme de
densite´ de matie`re n’est plus dominant dans l’e´quation (3.4), la gravitation ne peut plus s’opposer
a` la croissance exponentielle du parame`tre d’e´chelle et les structures ne peuvent plus s’effondrer.
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Fig. 3.2 – Collapse gravitationnel d’une surdensite´ sphe´rique. D’apre`s J. Rich.
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Chapitre 4
Evolution des amas de galaxies
dans le cadre de la formation des
structures.
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4.1 Processus de chocs adiabatiques
La formation des structures de l’Univers de´marre par une phase d’instabilite´ gravitationnelle et
se poursuit par une phase de contraction pendant laquelle la densite´ de matie`re augmente jusqu’a`
atteindre un nouvel e´tat d’e´quilibre virialise´ (cf. section 3.2). Dans les amas de galaxies, la phase
de contraction se de´roule encore aujourd’hui et se manifeste par l’accre´tion de sous-groupes de
galaxies de masses diverses dans les amas de galaxies en coalescence. L’e´tat d’e´quilibre final est
celui des amas relaxe´s. On observe que cet e´tat final se caracte´rise par une dispersion de vitesses et
une distribution de densite´ diffe´rentes pour le plasma intra-amas d’une part, la matie`re noire et les
galaxies d’autre part (cf. section 2). En effet, si la phase de contraction de la matie`re noire et des
galaxies,–peu collisionnelles–, est peu dissipative, la phase de contraction du plasma intra-amas
se caracte´rise par une relaxation violente au cours de laquelle les processus de chocs jouent un
roˆle important dans la dissipation de l’e´nergie cine´tique des particules de gaz. Nous montrerons
que ces processus se manifestent par de fortes variations de variables d’e´tat du plasma intra-amas,
telles que la tempe´rature et l’entropie, qui sont des observables directes ou indirectes. Puis nous
pre´senterons les re´sultats de simulations nume´riques d’amas en coalescence dans lesquelles les
processus hydrodynamiques intervenant dans la phase baryonique sont couple´s a` la dynamique de
la matie`re noire, domine´e par la seule gravitation.
4.1 Processus de chocs adiabatiques
L’accre´tion des sous-groupes de galaxies en coalescence les uns sur les autres est caracte´rise´e par
des vitesses le´ge`rement supe´rieures a` la vitesse du son dans le plasma intra-amas, ce qui entraˆıne
des processus de chocs. Ces chocs jouent un roˆle important dans le chauffage du plasma intra-amas,
en dissipant l’e´nergie cine´tique des sous-groupes en interaction. En traversant une onde de choc le
gaz initialement supersonique devient subsonique et passe d’un e´tat d’e´quilibre thermodynamique
local a` un autre. Cette transition se traduit notamment par des variations significatives de la
vitesse d’agitation des particules, u, de la pression P et de la densite´ de gaz ρ. On peut de´duire
l’amplitude de ces variations des trois “conditions de saut” d’Hugoniot-Rankine qui traduisent la
conservation la masse, du moment cine´tique et de l’e´nergie interne du gaz, a` la traverse´e de la
zone de choc (Landau & Lifshitz, 1959):
ρ2u2 = ρ1u1, (4.1)
ρ2u2
2 + P2 = ρ1u1
2 + P1, (4.2)
1
2
u2
2 + h2 =
1
2
u2
1 + h1, (4.3)
ou` les indices 1 et 2 se re´fe`rent aux quantite´s physiques avant et apre`s le passage du choc,
exprime´es dans le re´fe´rentiel du choc et ou` h est l’enthalpie spe´cifique, soit pour un gaz parfait:
h =
γ
γ − 1
P
ρ
. (4.4)
En introduisant la vitesse du son dans le plasma, c2s = γ
P
ρ et le nombre de Mach du choc,
M1 =
u1
cs
, on de´duit de (4.1), (4.2) et (4.3) que:
ρ2
ρ1
=
u2
u1
=
(γ + 1)M21
(γ + 1) + (γ − 1)(M21 − 1)
, (4.5)
P2
P1
=
(γ + 1) + 2γ(M21 − 1)
γ + 1
, (4.6)
T2
T1
=
[
(γ + 1) + 2γ(M21 − 1)
] [
(γ + 1) + (γ − 1)(M21 − 1)
]
,
(γ + 1)2M21
(4.7)
Comme M1 > 1, on a P2 ≥ P1, ρ2 ≥ ρ1 et T2 ≥ T1. A la traverse´e d’une onde de choc, le
gaz ralentit -et devient subsonique-, mais sa tempe´rature et sa densite´, qui sont des observables,
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augmentent brusquement (cf. figure 4.1). Ces deux dernie`res transitions se traduisent par une
augmentation de l’entropie spe´cifique s du gaz:
∆s = s2 − s1 = 3
2
k log
[(
T2
T1
)(
ρ2
ρ1
)− 23]
. (4.8)
C’est en e´levant l’entropie spe´cifique des particules de gaz que les processus de choc dissipent
l’e´nergie cine´tique initiale des sous-groupes de gaz en interaction et chauffent le plasma. On re-
marquera que si les lois de conservation (4.1), (4.2) et (4.3) sont re´versibles, c’est l’application
du second principe de la thermodynamique (∆s > 0) qui rend les transitions (4.5), (4.6) et (4.7)
irre´versibles imposant la condition u1 > u2 et en interdisant l’existence de chocs de “rare´faction”,
ou` du gaz subsonique deviendrait supersonique. L’entropie spe´cifique du plasma peut eˆtre mesure´e
indirectement a` partir de la tempe´rature et de la densite´.
Fig. 4.1 – Modification des variables d’e´tat du plasma a` la traverse´e d’une onde de choc: vitesses
d’agitation, v1 et v2, pressions, P1 et P2, densite´s, ρ1 et ρ2.
Il existe plusieurs types de configuration dans lesquels des processus de chocs se de´veloppent
dans le plasma intra-amas. Une onde de choc peut se propager librement dans le plasma intra-amas,
eˆtre arreˆte´e au contact d’une surdensite´ de gaz, ou encore se propager en avant d’une surdensite´
de gaz en de´placement supersonique, –choc en arc–. Si une onde de choc se propage librement,
elle e´le`ve la tempe´rature du plasma qu’elle a traverse´ et on observe deux re´gions de tempe´rature
distinctes se´pare´es par l’onde de choc en train de se propager. Si elle est arreˆte´e ou se propage
en avant d’un coeur dense l’e´le´vation de tempe´rature cause´e par le choc est efface´e par l’arrive´e
de la surdensite´ et on observe simplement un front chaud et dense localise´ dans la zone de choc.
Le chauffage du plasma cause´ par le passage du front de choc ne se manifeste pas alors par une
e´le´vation de la tempe´rature mais de l’entropie spe´cifique du gaz. Contrairement a` la distribution
de tempe´rature, la distribution spatiale de l’entropie du gaz dans le plasma garde donc la me´moire
du passage des fronts de choc.
Observationellement, les ondes de chocs ou de compression se caracte´risent par une e´le´vation
simultane´e de la tempe´rature et de la densite´ du plasma (ρ2 > ρ1 et T2 > T1). Elles se distinguent
des discontinuite´s de contact qui peuvent se de´velopper en avant de coeurs denses en de´placement
dans le plasma au repos, plus chaud (ρ2 < ρ1 et T2 > T1).
Les e´quations (4.5), (4.6) et (4.7) s’appliquent pour les ondes de compression comme pour les
ondes de choc. On peut les inverser pour de´duire les transitions de vitesses de gaz des transitions
de tempe´rature et de densite´ du plasma (Markevitch et al. 1999):
∆vS =
[
kT1
µmp
(C − 1)(T2
T1
− 1
C
)
] 1
2
, (4.9)
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ou` C = ρ2ρ1 est le facteur de compression. La facteur C se de´duit aussi de la discontinuite´ de
tempe´rature, –observationnellement moins sensible aux effets de projection que la discontinuite´ de
densite´–:
1
C
=
[
1
4
(
γ + 1
γ − 1
)2(
T2
T1
− 1
)2
+
T2
T1
]
− 1
2
γ + 1
γ − 1
(
T2
T1
− 1
)
. (4.10)
Si la configuration est favorable, –pas ou peu d’effets de superposition, coalescence dans le plan
du ciel–, on peut de´duire des transitions de vitesses de gaz la cine´matique des chocs. Par exemple
dans le cas de deux sous-groupes de masse e´gale en coalescence bimodale (cf. A1750, Belsole et
al., 2004), une onde de compression stationnaire se de´veloppe entre les deux sous-groupes et la
valeur de la vitesse relative d’un sous-groupe par rapport a` l’autre est double de la valeur de la
vitesse de de´placement d’un des sous-groupes, –i.e. du gaz–, par rapport a` la re´gion de choc au
repos: vc = 2×∆vs. Si un coeur dense se de´place a` vitesse supersonique on peut observer a` la fois
une discontinuite´ de contact autour du coeur et une onde de choc en avant du de´placement, (cf.
A3667, Vikhlinin et al., 2001). La vitesse du coeur dense est alors e´gale a` la vitesse du front de
choc se de´placant par rapport au plasma au repos: vc = ∆vs.
4.2 Simulations nume´riques d’amas en coalescence.
En couplant les processus hydrodynamiques de chocs et de turbulence intervenant dans la
phase baryonique avec la dynamique de la matie`re noire domine´e par la gravitation, les simula-
tions nume´riques permettent d’e´tudier l’e´volution des variables d’e´tat du plasma au cours des
coalescences d’amas et fournissent des points de comparaison avec les observations d’amas a`
diffe´rents stades de leur e´volution. Certaines simulations privile´gient l’e´tude des proprie´te´s du
milieu intergalactique et mode´lisent les amas en coalescence comme des syste`mes isole´s. Elles per-
mettent d’explorer diffe´rents sce´narios de coalescence en fonction des conditions initiales, -masse,
tempe´rature, parame`tre d’impact des sous-groupes-. D’autres simulations inte`grent les amas dans
la formation des structures de l’Univers a` grande e´chelle. Ces simulations sont plus proches de
la re´alite´ et permettent de prendre en compte l’accre´tion continue de sous-groupes au cours du
temps, mais elles rendent les conditions initiales de´pendantes du sce´nario global.
4.2.1 Simulation de coalescences bimodales.
La figure 4.2 illustre une simulation nume´rique de coalescence bimodale de deux amas isole´s (Ri-
cker & Sarazin, 2001). Les deux sous-groupes sont suppose´s initialement relaxe´s, de masses respec-
tives M1 et M2 (cf. diagramme). La distribution de gaz suit un profil de densite´ du type mode`le-β,
tandis que la distribution de matie`re noire suit un profil plus pique´ du type Navarro-Frenk-White
(cf. section e´quation (2.3)). La collision des deux sous-groupes est e´tudie´e pour diffe´rents pa-
rame`tres d’impact. L’image de gauche illustre l’e´volution de la distribution de tempe´rature du
plasma pendant une pe´riode de 4 milliards d’anne´e incluant la collision. L’image de droite illustre
l’e´volution de la tempe´rature moyenne et de la luminosite´ bolome´trique LX du plasma. L’origine
de l’axe des temps est fixe´ au maximum d’e´missivite´.
Avant la collision, les deux sous-groupes sont en train de chuter l’un sur l’autre et on observe
le de´veloppement d’un front de choc en arc autour du sous-groupe moins massif, dont le plasma
est le moins dense. Les auteurs ont aussi simule´ une collision syme´trique de deux amas de masse
e´gale, le front de choc est alors rectiligne. Au moment de la collision, l’e´missivite´ bolome´trique
et la tempe´rature moyenne du plasma sont maximales, –origine des temps–. Leurs valeurs ont
respectivement quadruple´ et double´ par rapport aux valeurs initiales quand les sous-groupes sont
encore e´loigne´s. Les processus de coalescence ont ainsi une forte influence sur l’amplitude de ces
deux observables par rapport a` l’e´tat relaxe´. Si le parame`tre d’impact de la collision n’est pas nul,
le front de choc en avant du sous-groupe le moins massif est arreˆte´ par le sous-groupe massif et se
tord, laissant apparaˆıtre une structure en “S”. La collision provoque la rupture des fronts de chocs
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et le de´part d’ondes de chocs radiales. Elle ne de´truit pas les deux-groupes, qui poursuivent leur
chemin meˆme si le parame`tre d’impact est nul a` cause de l’effet d’entrainement des coeurs denses
de matie`re noire.
Poursuivie pendant une dure´e de 15 milliards d’anne´es, cette simulation montre que les deux
sous-groupes peuvent se croiser plusieurs fois avant de fusionner en un seul amas. En effet, si
la matie`re baryonique dissipe rapidement son e´nergie cine´tique initiale, il n’en va pas de meˆme
pour la matie`re noire. Ainsi les halos de matie`re noire oscillent l’un vers l’autre et empeˆchent
la relaxation rapide du gaz. A la fin de la simulation les deux sous-groupes ont fusionne´ mais
les distributions d’entropie sous encore tre`s perturbe´es et ont garde´ les traces des processus de
chauffage engendre´s par les chocs successifs. En outre le profil d’entropie du gaz est plus e´leve´
dans la re´gion centrale des amas que dans les amas relaxe´s a` cause de mouvements de convection
qui continuent a` perturber le plasma et a` ramener du gaz de forte entropie des re´gions externes
vers le coeur.
4.2.2 Formation d’un amas massif au sein d’une simulation de formation
des structures a` grande e´chelle .
La figure 4.3 illustre la formation d’un amas massif au sein d’une simulation de formation des
structures a` grande e´chelle sur une e´chelle de temps de deux milliards d’anne´es. La simulation a
e´te´ mene´e en deux e´tapes a` l’aide d’un algorithme a` maillage adaptatif de formation de structures
dans le cadre de la cosmologie Λ-CDM (Teyssier 2002). Dans une premie`re e´tape, une centaine
d’amas est forme´e dans un rayon de 400 h−1 Mpc. Dans une seconde e´tape un amas particulier
est se´lectionne´ et extrait dans un rayon de 6 h−1 Mpc et forme´ avec un maillage plus serre´ et un
plus grand nombre de particules.
Les simulations de ce type permettent de construire un catalogue varie´ d’amas dans diffe´rentes
phases d’e´volution. La prise en compte des conditions initiales issues de la simulation a` grande
e´chelle permettent de rendre compte de la complexite´ du processus global de formation des struc-
tures. En effet les amas ne constituent pas des syste`mes isole´s mais accre`tent continuellement des
sous-groupes a` des intervalles de temps infe´rieurs a` leur temps caracte´ristique de relaxation.
Les deux colonnes de droite illustrent l’e´volution des distributions de densite´ de la matie`re noire
et du gaz intergalactique au cours du temps. Les deux colonnes de gauche illustrent l’e´volution
des distributions de tempe´rature et d’e´missivite´ du plasma. On observe la coalescence de deux
structures massives simultane´e a` la chute d’autres sous-groupes moins massifs. La distribution
de densite´ ou d’e´missivite´ du plasma montre que la composante baryonique des deux structures
dominantes a fusionne´ en un seul groupe a` la fin de la simulation, tandis que les deux surdensite´s
de matie`re noire se sont croise´es et sont encore se´pare´es. Comme dans la simulation de Ricker
& Sarazin, les cartes de tempe´rature mettent en e´vidence des fronts de choc en avant des sous-
groupes en coalescence avant qu’ils ne fusionnent, puis le de´veloppement d’ondes de chocs radiales
apre`s la collision. La carte en tempe´rature de la fin de la simulation montre une se´paration franche
entre les re´gions centrales chaudes de´ja` traverse´es par ces ondes de choc et les regions externes
encore froides, non choque´es. Ce sce´nario pourrait expliquer l’observation de forts gradients dans
les profils de tempe´rature d’amas non relaxe´s.
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Fig. 4.2 – Simulation nume´rique de coalescence de deux amas relaxe´s, de masses respectives M1 et
M2 et de rayons R1 et R2, d’apre`s Ricker & Sarazin 2001. La collision a pour parame`tre d’impact b
avec une vitesse relative v d’un amas par rapport a` l’autre. Image du haut a` gauche: cine´matique du
choc. Image du haut a` droite: Evolution de l’e´missivite´ bolome´trique et de la tempe´rature moyenne
du plasma au cours du temps. Image du bas: Evolution de la distribution de tempe´rature du plasma
au cours du temps pour trois valeurs du parame`tre d’impact de la collision. La tempe´rature croˆıt
du bleu au rouge. La distribution d’e´missivite´ a e´te´ superpose´e par des contours.
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Fig. 4.3 – Simulation nume´rique d’amas en cours de fusion dans le cadre d’une simulation de
formation des structures a` grande e´chelle (Λ-CDM), d’apre`s Teyssier & Gonzales, 2002. Le temps
s’e´coule de haut en bas. Toutes les quantite´s physiques sont projete´es sur le plan du ciel. Colonnes
de gauche a` droite: (1) Distribution de tempe´rature du plasma intra-amas. (2) Brillance de surface
du plasma. (3) Distribution de densite´ du plasma. (4) Distribution de matie`re noire.
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Deuxie`me partie
Imagerie et spectro-imagerie X.
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Chapitre 1
Le te´lescope XMM-Newton et les
spectro-imageurs EPIC
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1.1 Pre´sentation du te´lescope
Fig. 1.1 – Droite: Chemin optique des rayons lumineux pour les deux te´lescopes e´quipe´s des spectro-
imageurs MOS (Metal Oxide Semi-conductor) et du spectrome`tre RGA(Reflection Grating Spec-
trometer). Gauche: Chemin optique d’un rayon lumineux sur le miroir en incidence rasante.
Fig. 1.2 – Aire effective de la came´ra MOS1. Gauche: Aire effective totale. L’anisotropie de l’aire
effective par rapport a` l’axe focal est due a` la dispersion par le RGA. Droite: Evolution spectrale
de l’aire effective en fonction de la distance au foyer.
1.1 Pre´sentation du te´lescope
Le te´lescope X europe´en XMM-Newton (X-ray Multi-mirror Mission) a e´te´ lance´ en de´cembre
1999. Il parcourt une orbite elliptique d’une pe´riode de 48 heures dont la Terre est un des deux
foyers. Le rayonnement des ceintures de radiation empeˆchant toute observation a` une e´le´vation
infe´rieure a` 40000 km, seules 40 heures effectives d’observation (145 ks) sont possibles au cours
d’une pe´riode. Le satellite XMM-Newton est en fait compose´ de trois te´lescopes X dont les objec-
tifs sont compose´s de 58 miroirs concentriques recouverts d’or et focalisant les rayons lumineux
en incidence rasante. La distance focale de chaque te´lescope est de 7.5 m et son aire effective
ge´ome´trique de 1500 cm−2. Leur re´solution spatiale se caracte´rise par une fonction d’e´talement
au foyer de 6 secondes d’arc de largeur a` mi-hauteur. La re´flexion en incidence rasante sur les
miroirs des te´lescopes entraˆıne un taux de perte de´pendant de l’energie et de l’angle d’incidence
des photons. Ce phe´nome`ne se traduit par une aire effective aeff (k,l,e) de´pendant de l’e´nergie e
et de la position sur le plan du de´tecteur (i.e. du pixel k,l). En fait, l’aire effective des te´lescopes
de´croˆıt en fonction de la distance au foyer et en fonction de l’e´nergie pour les photons de plus de
5 keV (cf. figure 1.2).
Parmi les intruments focaux, on compte deux spectrome`tres a` haute re´solution RGS (Re-
flexion Grating Spectrometer) pour l’e´tude des raies d’e´mission dans les sources ponctuelles et les
spectro-imageurs EPIC (European Photon Imaging Camera) pour l’e´tude des sources e´tendues,
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cameras MOS camera pn
Fig. 1.3 – Ge´ome´trie des came´ras MOS (7 CCD) et PN (12 CCD). Le cercle mate´rialise le champ
de vue.
avec lesquels nous travaillons. Les trois spectro-imageurs se distinguent en une came´ra “pn” et
deux came´ras MOS (Metal-Oxyde Semi-conductor) de technologies diffe´rentes. Ils couvrent un
champ de vue de 30 minutes d’arc avec une bande passante de 0.1 a` 15 keV. Le chemin optique
des rayons lumineux pour les deux te´lescopes e´quipe´s des spectro-imageurs MOS est repre´sente´
sur la figure 1.1. Seuls 42 % du flux incident parviennent sur les spectro-imageurs, le reste e´tant
disperse´ sur un foyer secondaire ou` sont place´s les spectrome`tres RGS. Les came´ras MOS sont
compose´es d’une mosa¨ıque avec recouvrements de 7 CCD carre´s e´claire´s par l’avant, alors que la
came´ra pn comprend douze CCD rectangulaires jointifs e´claire´s par l’arrie`re (cf. figure 1.3). La
came´ra pn a un meilleur rendement quantique a` haute e´nergie que les came´ras MOS et un temps
de lecture bien plus faible, mais aussi une moins bonne re´solution spectrale (67 eV a` 1 keV contre
57 eV).
Les spectro-imageurs EPIC fonctionnent a` chaque pixel comme des compteurs de photons.
Chaque photon d’e´nergie e incident sur le de´tecteur a une probabilite´ QE(e) d’eˆtre de´tecte´, la
fonction QE(e) constituant le rendement quantique de la came´ra. A chaque de´tection est associe´
un “e´ve´nement” (k,l,e) caracte´rise´ par l’e´nergie e du photon incident et la position de son impact
sur le plan du de´tecteur (pixel k,l). En fait, si la majorite´ des photons ne sont de´tecte´s que
sur un pixel, de nombreux e´ve´nements sont constitue´s de de´tections sur plusieurs pixels voisins.
C’est l’e´lectronique de bord qui calcule la position et l’e´nergie du photon incident en fonction des
de´placement de charges cause´s par l’impact du photon.
1.2 Nature du signal observe´
Le signal observe´ est une liste de de´tections de photons ou e´ve´nements (k,l,e) dont les origines
sont multiples. Il y a d’une part les e´ve´nements re´els et d’autre part de fausses de´tections de
photons. Par ailleurs les e´ve´nements re´els peuvent eˆtre associe´s a` la source observe´e ou aux autres
sources du champ de vue avec le cas e´che´ant des effets de superposition, – sources ponctuelles,
galaxies, .. –.
Dans le cas de l’observation des amas de galaxies les photons issus de la source sont e´mis par
le milieu intra-amas que l’on peut e´chantillonner en e´le´ments de volume dV . Les nS photons issus
de l’e´le´ment de volume dV sont e´mis avec une e´nergie e avec une probabilite´ So(e). La fonction
normalise´e So(e) constitue le spectre d’e´mission du plasma optiquement mince pour l’e´le´ment
de volume dV . On peut la mode´liser en fonction des parame`tres du milieu (cf. section 1.2 de
la partie I). Le spectre d’e´mission des photons est ensuite modifie´ par diffe´rents processus au
cours du trajet des photons depuis la source jusqu’au de´tecteur. Le de´calage vers le rouge de la
source modifie l’e´nergie e de chaque photon d’un facteur ( 11+λ =
e
e+hc ) tandis que l’ionisation
de l’hydroge`ne galactique absorbe la partie des photons dont l’e´nergie est la plus basse. Par
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Fig. 1.4 – Composantes de fond. Gauche: Fond diffus X B(e) a` trois composantes (Bulle Locale
+ CXB). Droite: Emissivite´ totale F(e) au cours d’une observation d’amas. Fond diffus X B(e),
fond particules induites P(e) et amas S(e).
ailleurs, le spectre observe´ est la convolution du spectre d’e´mission the´orique So(e) par la re´ponse
instrumentale RI(e), dans laquelle intervient le rendement quantique de la came´ra ainsi que sa
re´solution spectrale. Enfin l’imagerie de la source consiste en la projection d’un volume sur le
plan du de´tecteur. Ainsi, puisque le milieu intra-amas est pratiquement optiquement mince, un
pixel (k,l) du de´tecteur rec¸oit les nS photons provenant de l’ensemble des e´le´ments de volumes
dV = δΩ(k,l)dr contenus dans l’angle solide δΩ(k,l) de la sphe`re ce´leste, soit pour l’e´missivite´
d’un amas s’e´tendant de la distance rmin a` la distance rmax:
NSS(e,k,l) = RI(e,k,l) ∗
rmax∫
rmin
nS(r)So(r,e)δΩ(k,l)dr. (1.1)
Les autres photons de´tecte´s proviennent majoritairement de deux types de sources, des sources
ponctuelles (supernovae, galaxies a` noyau actif, ..) et un fond diffus e´metteur X qui comprend
une composante galactique et une composante extragalactique. Les sources ponctuelles les plus
brillantes sont reconnaissables par l’allure non thermique de leur spectre d’e´mission. Une e´tape du
traitement pre´liminaire des donne´es consiste a` se´lectionner empiriquement les re´gions d’e´mission
de ces sources, puis a` supprimer les e´ve´nements associe´s. Les e´ve´nements associe´s au fond diffus
ne peuvent par contre pas eˆtre isole´s spatialement puisqu’il s’agit d’une e´mission e´tendue. Il faut
donc mode´liser cette composante du signal et la prendre en compte dans le cadre d’une analyse
multi-composantes. La composante galactique du fond diffus est due a` l’e´missivite´ X de restes de
supernovae proches (bulle locale, Snowden et al. 1997). Son spectre d’e´mission B(e) est mode´lise´
par deux composantes thermiques de tempe´ratures moyennes respectives de 0.204 et 0.074 keV.
La composante extragalactique est due au fond diffus X encore appele´ CXB (Cosmic X-ray Back-
ground), constitue´ de sources distantes non re´solues, essentiellement des galaxies a` noyau actif. Le
flux de la composante extragalactique est conside´re´ comme uniforme alors que celui des compo-
santes locales de´pend de la direction d’observation.
Enfin la principale cause de fausse de´tection de photons est l’interaction de particules a` haute
e´nergie du rayonnement solaire et cosmique avec le de´tecteur. L’essentiel des particules dues a`
l’activite´ solaire sont des protons qui parviennent par bouffe´es au cours du temps d’exposition. Si
cette irre´gularite´ rend difficile une mode´lisation du spectre des e´ve´nements associe´s, elle permet
par contre d’isoler les intervalles de temps ou l’activite´ de´passe un certain seuil. Le traitement
pre´liminaire des donne´es comprend une proce´dure d’exclusion des e´ve´nements survenus durant
ces intervalles de temps. Le reste des particules est essentiellement issu du rayonnement cosmique,
dont le flux est cette fois re´gulier au cours du temps. Le spectre P(e) (cf. figure 1.4) des e´ve´nements
induits par l’interaction du de´tecteur avec ce rayonnement est pris en compte dans l’analyse.
48
Le te´lescope XMM-Newton et les spectro-imageurs EPIC
Dans le cas de l’observation des amas et groupes de galaxies, le signal analyse´ est finalement,
apre`s soustraction des e´ve´nements associe´s aux sursauts d’activite´ solaire et aux sources ponc-
tuelles, une liste de photons (k,l,e) provenant respectivement:
– de l’amas source;
– du fond diffus X, avec la bulle locale et le CXB;
– du fond de particules induit par les rayons cosmiques.
Pour exprimer la probabilite´ F (k,l,e) d’observation d’un photon d’e´nergie e dans le pixel k,l, il
faut connaˆıtre pour chaque composante du signal, la probabilite´ d’e´mission d’un photon, fi(k,l,e),
mais aussi le nombre de photons e´mis ni. Dans notre cas le mode`le d’e´mission F (k,l,e) comprend
la composante thermique d’e´missivite´ de l’amas, de spectre d’e´mission S(e) et les composantes de
fond diffus et particules, de spectre d’e´mission B(e) et P(e) respectivement. La probabilite´ F(k,l,e)
s’exprime en fonction des spectres ou probabilite´s d’e´mission S(e),P(e),B(e) et des e´missivite´s
respectives NS, NP et NB de chaque composante(cf. figure 1.4):
NFF(k,l,e) = NSS(e) + NPP(e) + NBB(e). (1.2)
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Chapitre 2
La transforme´e en ondelettes.
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2.1 L’analyse temps-fre´quence et la transforme´e en onde-
lettes.
Les algorithmes d’imagerie et de spectro-imagerie de´crits dans cette the`se ont pour point com-
mun de chercher a` cartographier la valeur d’un parame`tre du milieu intra-amas tel qu’observe´ sur
le plan du ciel. Pour cela, ils cherchent a` restituer au mieux les variations locales plus ou moins
e´tendues de ce parame`tre a` partir d’un signal bruite´ en de´pendant. L’e´tude des variations spatiales
du signal fait intervenir des filtres passe-haut. L’analyse simultane´e de la localisation et de l’exten-
sion de ces variations fait appel a` l’analyse temps-fre´quence pour les signaux temporels, a` l’analyse
spatio-fre´quentielle pour l’imagerie. C’est dans ce contexte que l’utilisation de la transformation
en ondelettes s’inse`re et devient naturelle.
Une ondelette ψ est une fonction normalise´e, ‖ψ‖ = 1 et de moyenne nulle, ∫ +∞−∞ ψ(t)dt = 0,
caracte´rise´e par un parame`tre d’e´chelle s et un parame`tre de position u (Grossman & Morlet,
1984):
ψu,s(t) =
1√
s
ψ
(
t− u
s
)
. (2.1)
La transforme´e en ondelettes continue Wf (u,s) d’un signal temporel f(t) a` une dimension
exprime la corre´lation de f avec l’ondelette ψ. Il s’agit d’une transformation line´aire et invariante
par translation, ou` l’ondelette se comporte comme un filtre passe-haut d’analyse des variations du
signal f aux diffe´rentes e´chelles s et positions u de l’espace temps-fre´quence:
Wf (u,s) =
∫ +∞
−∞
f(t)
1√
s
ψ∗
(
t− u
s
)
dt. (2.2)
Ainsi de´finie, la transforme´e en ondelettes est une projection du signal f(t) ∈ R a` une di-
mension dans l’espace temps-fre´quence L2(R) a` deux dimensions. Il s’agit donc d’une transforme´e
redondante. D’autant que le principe d’incertitude stipule que l’e´nergie d’une fonction et de sa
transforme´e de Fourier ne peuvent eˆtre simultane´ment concentre´es sur des intervalles arbitraire-
ment petits. En d’autre termes on ne peut localiser l’e´nergie d’un signal en tout point de l’es-
pace temps-fre´quence, mais seulement dans des “rectangles d’Heisenberg” d’aire non arbitraire-
ment petite. Pour supprimer la redondance de la transforme´e, il faut donc projeter le signal f(t)
sur un espace temps-fre´quence e´chantillonne´ en rectangles d’Heisenberg. Ce type de projection
peut eˆtre effectue´ avec des ondelettes spe´cifiques, dont les parame`tres de temps et de fre´quence
sont discre´tise´s et qui ont la proprie´te´ de constituer des bases orthonormales de l’espace temps-
fre´quence. L’e´chantillonnage dyadique de l’axe des e´chelles, c’est-a`-dire une discre´tisation ou` les
e´chelles de la transforme´e sont des multiples de 2 successifs, {s = 2j}j∈Z, permet par exemple de
construire les ondelettes orthogonales ψj,n, telles que:{
ψj,n(t) =
1√
2j
ψ
(
t− 2jn
2j
)}
(j,n)∈Z2
. (2.3)
Et le signal f s’exprime alors par une somme discre`te de vecteurs de bases de l’espace temps-
fre´quence ψj,n ponde´re´es par des coefficients en ondelettes 〈f,ψj,n〉:
f =
+∞∑
j=−∞
+∞∑
n=−∞
〈f,ψj,n〉ψj,n. (2.4)
2.2 Analyse multire´solution
Une analyse en ondelettes sur une base orthogonale de type (2.3) constitue la re´union d’un
ensemble de “signaux de de´tails” D2j caracte´risant les variations locales du signal f a` toutes les
re´solutions, {s = 2j}j∈Z:
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D2j−1 =
+∞∑
n=−∞
〈f,ψj,n〉ψj,n. (2.5)
f =
+∞∑
j=−∞
D2j . (2.6)
Cette analyse peut eˆtre tronque´e en fixant une re´solution maximale {s = 2L}, on obtient alors
une approximation de f a` la re´solution 2L:
A2j =
+∞∑
j=L
+∞∑
n=−∞
〈f,ψj,n〉ψj,n. (2.7)
En combinant (2.6) et (2.7) on peut e´crire:
A2j =
+∞∑
j=L
+∞∑
n=−∞
〈f,ψj,n〉ψj,n.
=
+∞∑
j=L
+∞∑
n=−∞
〈f,ψj,n〉ψj,n + 〈f,ψL,n〉ψL,n.
= A2L−1 +D2L−1 (2.8)
On en de´duit d’une part, que l’approximation A2j de f contient toute l’information contenue
dans l’approximation A2j−1 a` plus basse re´solution et que d’autre part, la perte d’information subie
en approchant A2j par A2j−1 est contenue dans le signal de´tail D2j−1 = A2j−A2j−1 . Par re´currence,
on en de´duit que la transforme´e en ondelettes de f (2.6)) constitue l’ensemble des informations
perdues en approchant f par des lissages aux re´solutions successives {s = 2j}j∈Z. Il existe ainsi une
dualite´ entre les signaux de´tails D2j de la transforme´e en ondelettes du signal f discre´tise´e sur une
base orthogonale de l’espace temps-fre´quence L2(R) et la suite des approximations multire´solution
A2j de ce signal.
2.2.1 Sous-espaces d’approximation multire´solution
L’analyse multire´solution de´finit des sous-espaces emboite´s Vj d’approximations de L
2(R) aux
re´solutions successives. La dualite´ entre approximations et signaux de´tails se formalise dans ce
cadre en de´finissant un sous-espace de de´tails Uj , dual de chaque sous-espace d’approximation
Vj .
Les proprie´te´s des sous-espaces d’approximation, Vj , sont les suivantes:
– Invariance par translation,
∀(j,k) ∈ Z2,f(t) ∈ Vj ⇔ f(t− 2jk) ∈ Vj ; (2.9)
– Causalite´ des informations entre sous-espaces de re´solutions successives,
∀j ∈ ZVj+1 ⊂ Vj ; (2.10)
– Invariance par dilatation entre sous-espaces de re´solutions successives,
∀j ∈ Z,f(t) ∈ Vj ⇔ f( t
2
) ∈ Vj+1; (2.11)
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– Perte de toute information a` la re´solution nulle,
lim
j→+∞
Vj =
+∞⋂
j=−∞
Vj = {0}; (2.12)
– Comple´tude de l’approximation et convergence de l’approximation vers le signal a` la re´solution
infinie,
lim
j→−∞
Vj =
+∞⋃
j=−∞
Vj = L
2(R); (2.13)
– Existence d’une base discre`te de V0, {β(t− n)}n∈Z.
Chaque sous-espace de de´tails Wj est quant-a`-lui de´fini comme le comple´ment orthogonal du
sous-espace d’approximation Vj , dans le sous-espace d’approximation a` la re´solution supe´rieure,
Vj−1:
Vj−1 = Vj ⊕Uj ; (2.14)
Et l’espace temps-fre´quence L2(R) est finalement engendre´ par la re´union des bases des sous-
espaces de de´tails Wj a` toutes les re´solutions:
L2(R) = ⊕+∞j=−∞Uj ; (2.15)
2.2.2 Fonction d’e´chelle
Les sous-espaces duaux Vj et Uj ont e´te´ construits pour eˆtre associe´s a` des bases orthogo-
nales. La base du sous-espace de de´tail Uj est une base d’ondelettes orthogonales {ψj,n}j,n∈Z2 du
type (2.3). On montre que la base du sous-espace d’approximation Vj est une base de fonctions
d’e´chelles {φj,n}n∈Z du type: {
φj,n(t) =
1√
2j
φ
(
t− n
2j
)}
(n)∈Z
. (2.16)
L’approximation de f a` la re´solution j s’exprime ainsi par:
Aj =
+∞∑
n=−∞
〈f,φj,n〉φj,n. (2.17)
Ou` les produits scalaires 〈f,φj,n〉 expriment la corre´lation de f avec la fonction d’e´chelle,
{φj,n}j,n∈Z2 , de meˆme que les coefficients en ondelettes 〈f,ψj,n〉 expriment la corre´lation de f avec
l’ondelette {ψj,n}j,n∈Z2 (cf. equation 2.2):
〈f,φj,n〉 =
∫ +∞
−∞
f(t)
1√
2j
φ
(
t− 2jn
2j
)
dt. (2.18)
La fonction d’e´chelle {φj,n}n∈Z se comporte donc a` chaque re´solution comme un filtre passe-bas
d’analyse de f . Ce filtre constitue le filtre dual de l’ondelette {ψj,n}n∈Z, filtre passe-haut d’analyse
de f .
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2.2.3 Relations inter-e´chelles et filtrage
Le formalisme de l’analyse multire´solution permet d’exprimer des relations entre les bases
d’approximations de re´solutions successives, Vj+1etVj . Ainsi la proprie´te´ de causalite´ (2.10) des
sous-espaces d’approximation implique que V1 ⊂ V0 et permet d’exprimer les vecteurs de base
de V1,
1√
2
φ( t2 ), dans la base de V0, {φ(t− n)j,n∈Z2}. Cette projection, aussi appele´e e´quation de
dilatation, exprime la dilatation de φ par 2 en fonction de ses translations entie`res a` la re´solution
supe´rieure:
1√
2
φ(
t
2
) =
+∞∑
n=−∞
〈
1√
2
φ(
t
2
),φ(t− n)
〉
φ(t− n),
=
+∞∑
n=−∞
h[n]φ(t− n). (2.19)
De meˆme, les vecteurs de base du sous-espace de de´tail U1 s’expriment dans la base de V1:
1√
2
ψ(
t
2
) =
+∞∑
n=−∞
〈
1√
2
φ(
t
2
),ψ(t− n)
〉
φ(t− n),
=
+∞∑
n=−∞
g[n]φ(t− n). (2.20)
Les projecteurs orthogonaux h[n] =
〈
1√
2
φ( t2 ),φ(t− n)
〉
et g[n] =
〈
1√
2
φ( t2 ),ψ(t− n)
〉
, de V1
et U1 dans V0 de´finissent des relations de filtrage line´aire entre l’approximation V0 d’une part
et les sous-espaces d’approximation et de de´tails, V1 et U1, d’autre part. Ce sont ces relations
de filtrage line´aire inter-e´chelles qui sont utilise´es pour construire des algorithmes rapides de cal-
cul des coefficients en ondelettes dans une base d’ondelettes orthogonale {ψj,n}j,n∈Z2 du type
(2.3). La relation (2.20) exprime le couplage entre fonctions d’e´chelles et ondelettes en fonction
du filtre g, tandis que la de´pendance entre les filtres h et g est de´duite de l’expression de Uj
comme comple´ment orthogonal de Vj . Ces contraintes s’expriment dans l’espace de Fourier par
les conditions suivantes (Mallat, 1989):
ψˆ(ω) =
1√
2
gˆ
(ω
2
)
φˆ
(ω
2
)
(2.21)
gˆ(ω) = e−iωhˆ∗(ω + pi). (2.22)
Enfin la transforme´e de Fourier inverse de (2.22) donne la relation suivante entre filtres discrets
h et g:
g[n] = (−1)1−nh[1− n] (2.23)
2.2.4 Analyse multire´solution et transforme´e en ondelettes a` deux di-
mensions
Nous avons jusqu’ici analyse´ un signal f(t) a` une dimension en le projetant dans l’espace temps-
fre´quence L2(R) a` deux dimensions. La transforme´e en ondelettes a` deux dimensions permet de
projeter un signal a` deux dimensions, par exemple une image I(k,l), dans l’espace spatio-fre´quentiel
L2(R2) a` quatre dimensions. Pour cela on peut e´tendre le formalisme de l’analyse multire´solution,
en de´finissant pour chaque re´solution j des sous-espaces se´parables V2j a` 2D, produits tensoriels
de sous-espaces multire´solution a` 1D:
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V2j = Vj ⊗Vj . (2.24)
Les sous-espaces de de´tails U2j sont les comple´ments orthogonaux des sous-espaces d’approxi-
mation V2j dans V
2
j−1:
V2j−1 = V
2
j ⊕U2j (2.25)
En utilisant la comple´mentarite´ des sous-espaces a` 1D, Vj−1 = Vj ⊕Uj , on peut alors e´crire:
V2j ⊕U2j = Vj−1 ⊗Vj−1
V2j ⊕U2j = (Vj ⊕Uj)⊗ (Vj ⊕Uj)
V2j ⊕U2j = V2j ⊕ (Vj ⊗Uj)⊕ (Uj ⊗Vj)⊕ (Uj ⊗Uj)
U2j = (Vj ⊗Uj)⊕ (Uj ⊗Vj)⊕ (Uj ⊗Uj) (2.26)
Les sous-espaces de de´tails U2j sont donc constitue´s de la somme directe des trois sous-espaces
(Vj ⊗Uj), (Uj ⊗Vj) et (Uj ⊗Uj). On en de´duit que leurs bases orthonorme´es sont engendre´es
par la re´union de trois bases d’ondelettes, {ψ1j,k,l}k,l∈Z2 , {ψ2j,k,l}k,l∈Z2 , {ψ3j,k,l}k,l∈Z2 , construites a`
partir des bases orthonorme´es {φj,n}n∈Z et {ψj,n}n∈Z, de Vj et Uj :
{
ψ1j,k,l(k,l)
}
k,l∈Z2 = {φj,k(k)ψj,l(l)}k,l∈Z2{
ψ2j,k,l(k,l)
}
k,l∈Z2 = {ψj,k(k)φj,l(l)}k,l∈Z2{
ψ3j,k,l(k,l)
}
k,l∈Z2 = {ψj,k(k)ψj,l(l)}k,l∈Z2 . (2.27)
Les ondelettes ψ1j,k,l(k,l) et ψ2
1
j,k,l(k,l) associe´es aux sous-espaces (Vj ⊗Uj) et (Vj ⊗Uj) se
comportent comme des filtres passe-haut oriente´s respectivement sur les axes horizontal et vertical
de l’image. L’information contenue dans les sous-espaces (Vj ⊗Uj) et (Uj ⊗Vj) est donc essen-
tiellement et respectivement constitue´e des structures horizontales et verticales de l’image. Enfin
l’ondelette ψ3j,k,l(k,l) associe´e au-sous-espace (Uj ⊗Uj) peut eˆtre isotrope ou anisotrope suivant
la parite´ de l’ondelette a` 1D ψj,n(n). Dans le cas anisotrope, les de´tails analyse´s dans le sous-
espace (Uj ⊗Uj) sont essentiellement constitue´s des structures diagonales de l’image. L’ensemble
des bases orthogonales des sous-espaces U2j permettent finalement de de´finir une tranforme´e en
ondelettes a` deux dimensions en engendrant l’espace L2(R2):
L2(R2) = ⊕+∞j=−∞U2j . (2.28)
Les relations inter-e´chelles entre bases se de´duisent de (2.19) et (2.20) en utilisant la se´parabilite´
des ondelettes sur les deux axes, ainsi on peut exprimer l’e´quation de dilatation des fonctions
d’e´chelles a` deux dimensions:
1
2
φ(
k
2
)φ(
l
2
) =
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
〈
1
2
φ(
k
2
)φ(
l
2
),φ(t−m)φ(t− n)
〉
φ(t−m)φ(t− n),
=
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
h[m]h[n]φ(t−m)φ(t− n). (2.29)
Et de la meˆme fac¸on, on exprime les bases des trois sous-espaces de de´tails en fonction de la
base du sous-espace d’approximation a` la re´solution supe´rieure:
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1
2
ψ(
k
2
)φ(
l
2
) =
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
g[m]h[n]φ(t−m)φ(t− n)
1
2
φ(
k
2
)ψ(
l
2
) =
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
h[m]g[n]φ(t−m)φ(t− n)
1
2
ψ(
k
2
)ψ(
l
2
) =
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
g[m]g[n]φ(t−m)φ(t− n) (2.30)
Il existe d’autres types de bases orthogonales permettant de construire des transforme´es en
ondelettes a` deux dimensions. L’inte´reˆt de celle-ci est d’eˆtre engendre´e par des bases se´parables
sur les deux axes (k,l), ce qui permet de de´finir des algorithmes de filtrage se´parables en filtrages
a` 1D, plus rapides que les algorithmes a` 2D.
2.3 Algorithmes de calcul des tranforme´es en ondelettes
discre`tes
2.3.1 Algorithme multire´solution
L’algorithme multire´solution est un algorithme de calcul de transforme´e en ondelettes ortho-
gonales d’un signal e´chantillonne´. Cet algorithme repose sur l’analyse du signal e´chantillonne´ f(t),
conside´re´ comme une approximation de re´solution finie L d’un signal avec des de´tails aussi fins
que possibles. On en de´taille ici d’une part, le processus de de´composition du signal e´chantillonne´
f(t) en sa transforme´e en ondelettes W(t,j), d’autre part le processus inverse de reconstruction du
signal a` partir de sa transforme´e.
Processus de de´composition du signal
Etant donne´ un signal f(t) e´chantillonne´ a` la re´solution L, on calcule dans un premier temps
les coefficients d’approximations Fj [n] du signal a` toutes les re´solutions J <  ≤ L, entre une
re´solution minimale J et la re´solution du signal L. Pour cela, on proce`de a` une succession de
filtrages passe-bas des approximations. Dans un deuxie`me temps on proce`de au filtrage passe-haut
des coefficients d’approximations et on en de´duit les coefficients de de´tails Wj [n] ou coefficients
en ondelettes.
Les coefficients d’approximations Fj [n] et de de´tails Wj [n] s’expriment comme les projecteurs
de f(t) sur Vj et Uj respectivement
1:
Fj [n] = < f,φj,n >
Wj [n] = < f,ψj,n > . (2.31)
Pour de´terminer les relations de filtrage, on de´compose les bases des sous-espaces Vj+1 etUj+1
dans la base de Vj :
φj+1,p =
+∞∑
n=−∞
< φj+1,p,φj,n > φj,n
ψj+1,p =
+∞∑
n=−∞
< ψj+1,p,φj,n > φj,n. (2.32)
1. On appellera en principe coefficients ou signaux d’approximations et de de´tails, Fj [n] et Wj [n], les projecteurs
de f sur les sous-espaces d’approximations et de de´tails. Par abus de langage, on les confondra parfois avec les
approximations Aj et signaux de´tails Dj qui en sont les projections.
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Le produit scalaire < φj+1,p,φj,n > se re´e´crit en fonctions du filtre h en utilisant la relation
inter-e´chelles (2.19) a` la re´solution j = 0. On montre alors par changement de variables qu’il est
invariant quelle que soit la re´solution:
< φj+1,p,φj,n > =
∫ +∞
−∞
1√
2j+1
φ
(
t− 2j+1p
2j+1
)
1√
2j
φ∗
(
t− 2jn
2j
)
dt
=
∫ +∞
−∞
1√
2
φ
(
t
2
)
φ∗(t− n+ 2p)dt
= <
1√
2
φ
(
t
2
)
φ(t− n+ 2p) >
= h[n− 2p] (2.33)
(2.34)
De meˆme pour le produit scalaire < ψj+1,p,φj,n > avec (2.20):
< ψj+1,p,φj,n > = <
1√
2
ψ
(
t
2
)
φ(t− n+ 2p) >
= g[n− 2p]. (2.35)
En projetant f sur les sous-espaces d’approximation, on de´duit de (2.32) les relations suivantes:
< f,φj+1,p > =
+∞∑
n=−∞
h[n− 2p] < f,φj,n >
< f,ψj+1,p > =
+∞∑
n=−∞
g[n− 2p] < f,φj,n > , (2.36)
que l’on peut re´e´crire en relations entre coefficients d’approximations Fj [n] d’une part, de
de´tails Wj−1[n] et d’approximations Fj−1[n] a` la re´solution infe´rieure d’autre part:
Fj+1[p] =
+∞∑
n=−∞
h[n− 2p]Fj [n],
Wj+1[p] =
+∞∑
n=−∞
g[n− 2p]Fj [n] (2.37)
Ce filtrage revient a` convoluer les coefficients d’approximation Fj [n] par les filtre h[−2p] = h¯[2p]
et g[−2p] = g¯[2p]. Les signaux sont donc convolue´s avec un pas double de leur pas d’e´chantillonnage,
et le pas d’e´chantillonnage de Fj+1[n] est deux fois plus grand que le pas d’e´chantillonnage de
Fj [n]. En conse´quence, si le signal d’approximations Fj [n] est borne´ et contient un nombre fini
d’e´chantillons, N, le signal Fj+1[n] ne contient que
N
2 e´chantillons. L’algorithme multire´solution
implique donc une de´cimation dyadique du nombre d’e´chantillons a` chaque e´chelle. Finalement,
le processus de de´composition du signal f(t) en sa transforme´e en ondelettes se rame`ne a` une suc-
cession de filtrages comple´mentaires passe-haut et passe-bas de ses approximations successives Fj
ou` le nombre de´chantillons est de´cime´ d’un facteur 2 a` chaque filtrage (cf. figure 2.1). Notons que
le processus de de´cimation implique que le nombre total d’e´chantillons N est conserve´ d’e´chelle en
e´chelle entre, d’une part, le signal d’approximations Fj [n] et d’autre part, la somme des signaux
comple´mentaires de de´tails Wj+1 et d’approximations Fj+1 a` la re´solution infe´rieure.
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g W (i+1)
F (i+1)
F (i)
h 2
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Fig. 2.1 – De´composition de du signal d’approximations F(i) en un signal d’approximation F(i+1)
et un signal de de´tails W(i+1). Les deux signaux comple´mentaires F(i) et W(i+1) sont obtenus
par filtrages passe-haut et passe-bas de F(i) et de´cimation d’un facteur 2 du nombre d’e´chantillons.
Processus de reconstruction de la transforme´e
Examinons maintenant le processus inverse de reconstruction du signal f(t) a` partir de sa trans-
forme´e en ondelettes. Les coefficients d’approximation successifs Fj sont maintenant calcule´s de la
plus basse re´solution J a` celle du signal L, a` partir des signaux de de´tails Wj+1 et d’approxima-
tions Fj+1 aux re´solutions pre´ce´dentes. Les relations de filtrage inter-e´chelles se de´duisent de la
de´composition de la base de Vj dans la re´union des bases des comple´ments orthogonaux, Vj+1 et
Uj+1. Elles font intervenir les produits scalaires < φj,p,φj+1,n > et < φj,p,ψj+1,n > que l’on peut
re´e´crire en fonction des filtres h et g en utilisant (2.34) et (2.35):
φj,p =
+∞∑
n=−∞
< φj,p,φj+1,n > φj+1,n +
+∞∑
n=−∞
< φj,p,ψj+1,n > ψj+1,n
=
+∞∑
n=−∞
h[p− 2n]φj+1,n +
+∞∑
n=−∞
g[p− 2n]ψj+1,n. (2.38)
La formule de reconstruction a` la re´solution j s’exprime alors par:
Fj [p] =
+∞∑
n=−∞
h[p− 2n]Fj+1[n] +
+∞∑
n=−∞
g[p− 2n]Wj+1[n]. (2.39)
Le signal d’approximations Fj [p] est donc obtenu en additionnant les signaux d’approximation
Fj+1[p] et de de´tails Wj+1[p], convolue´s par les filtres h[p/2] et g[p/2]. Les signaux Fj+1 et Wj+1
sont donc convolue´s avec un demi-pas d’e´chantillonnage. En pratique, la convolution doit eˆtre
effectue´e sur des signaux sure´chantillonne´s d’un facteur 2. Une interpolation simple consiste a`
intercaler un ze´ro entre chaque e´chantillon des signaux h[p/2] et g[p/2] (cf. figure 2.2).
W (i+1)
F (i+1) 2
2
F (i)
g
h
Fig. 2.2 – Reconstruction du signal d’approximation F(i) a` partir du signal d’approximation F(i+1)
et du signal de de´tails W(i+1). Les signaux F(i+1) et W(i+1) sont sure´chantillonne´s d’un facteur
2 en intercalant des ze´ros entre chaque e´chantillon, convolue´s par les filtres de reconstruction h et
g, puis additionne´s.
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Algorithme multire´solution a` deux dimensions
L’algorithme multire´solution a` deux dimensions repose sur l’analyse multire´solution en bases
se´parables a` deux dimensions (cf. 2.2.4). A chaque re´solution, on calcule maintenant un signal
d’approximation Fj et ses trois signaux de de´tails comple´mentaires, Wh,j , Wv,j et Wd,j , associe´s
respectivement aux structures horizontales, verticales et diagonales. Ces signaux sont de´termine´s
par projection du signal I(k,l) a` la re´solution L sur les sous-espaces V2j , (Vj+1 ⊗Uj+1), (Uj+1 ⊗
Vj+1) et (Uj+1 ⊗Uj+1):
Fj [k,l] = < I(k,l),φ(k)φ(l) >
Wh,j [k,l] = < I(k,l),φ(k)ψ(l) >
Wv,j [k,l] = < I(k,l),ψ(k)φ(l) >
Wd,j [k,l] = < I(k,l),ψ(k)ψ(l) > . (2.40)
Comme dans l’algorithme a` une dimension, les signaux de de´tails et d’approximation sont cal-
cule´s par fitrages du signal d’approximation a` la re´solution supe´rieure. Les relations de de´composition
se de´duisent des relations inter-e´chelles entre bases (2.29) a` (2.30):
Fj+1[k,l] =
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
h[m− 2k]h[n− 2l]Fj [m,n],
Wh,j+1[k,l] =
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
h[m− 2k]g[n− 2l]Fj [m,n],
Wv,j+1[k,l] =
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
g[m− 2k]h[n− 2l]Fj [m,n],
Wd,j+1[k,l] =
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
g[m− 2k]g[n− 2l]Fj [m,n]. (2.41)
Au cours de la de´composition du signal I(k,l), les signaux successifs d’approximations du signal
Fj [m,n] sont donc convolue´s par les filtres h¯[2k]h¯[2l], h¯[2k]g¯[2l], g¯[2k]h¯[2l] et g¯[2k]g¯[2l]. Le pas de
convolution e´tant deux fois plus large que le pas d’e´chantillonnage, on proce`de a` une de´cimation
d’un facteur 2 sur chaque axe des signaux de de´tail et d’approximation (cf. figure 2.3). Si le signal
d’approximation Fj+1[k,l] contient N e´chantillons, les signaux de de´tails et approximations, Fj+1,
Wh,j+1, Wv,j+1 et Wd,j+1 contiennent chacun
N
4 e´chantillons. Le nombre total d’e´chantillons est
conserve´ d’e´chelle en e´chelle comme dans l’algorithme a` une dimension.
La relations de reconstruction se de´duisent en exprimant la base de Vj dans les bases des
sous-espaces (Vj+1⊗Uj+1), (Uj+1⊗Vj+1) et (Uj+1⊗Uj+1), puis en y projetant le signal I(k,l):
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W (i+1)h
W (i+1)v
W (i+1)d
h
g
g
g
h
F (i+1) 
h
Fig. 2.3 – De´composition de l’approximation F(i) en un signal d’approximation F(i+1) et trois
signaux de de´tails Wh(i+1), Wv(i+1) et Wd(i+1). Les quatre signaux a` la re´solution i+1 sont
obtenus par une combinaison de filtrages et de de´cimations d’un facteur 2 sur les deux axes.
φj,kφj,l =
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
< φj,kφj,l,φj+1,mφj+1,n > φj+1,mφj+1,n
+
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
< φj,kφj,l,ψj+1,mφj+1,n > ψj+1,mφj+1,n
+
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
< φj,kφj,l,φj+1,mψj+1,n > φj+1,mψj+1,n
+
+∞∑
m=−∞
+∞∑
n=−∞
< φj,kφj,l,ψj+1,mψj+1,n > ψj+1,mψj+1,n, (2.42)
Fj [k,l] =
+∞∑
n=−∞
h[k − 2m]h[l − 2n]Fj+1[m,n]
+
+∞∑
n=−∞
h[k − 2m]g[l − 2n]Wh,j+1[m,n]
+
+∞∑
n=−∞
g[k − 2m]h[l − 2n]Wv,j+1[m,n]
+
+∞∑
n=−∞
g[k − 2m]g[l − 2n]Wd,j+1[m,n]. (2.43)
Les signaux d’approximation sont donc reconstruits a` partir de la somme des signaux de de´tails
et d’approximation a` la re´solution infe´rieure, convolue´s successivement sur les deux axes par des
combinaisons de filtres h[p/2] et g[p/2]. Comme pour l’algorithme a` une dimension, le pas de convo-
lution sur chaque axe est deux fois plus petit que le pas d’e´chantillonnage et il faut sure´chantillonner
les signaux en inse´rant des ze´ros (cf. figure 2.4).
Algorithme multire´solution applique´ a` un signal borne´
L’analyse multire´solution a` une ou a` deux dimensions permet donc de construire un algorithme
rapide de calcul d’une transforme´e en ondelettes orthogonale. L’algorithme reste rapide a` deux
dimension graˆce a` l’utilisation de bases se´parables sur les deux axes. La transforme´e d’un signal
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Fig. 2.4 – Reconstruction de l’approximation F(i) a` partir des signaux de d’etails Wh(i + 1),
Wv(i+1) et Wd(i+1) et d’approximation F(i+1). Les signaux Wh(i+1), Wv(i+1) et Wd(i+1) et
F(i+1) sont convolue´s se´pare´ment sur chaque axe puis additione´s. Chaque convolution est pre´ce´de´e
d’un sure´chantillonnage d’un facteur 2, ope´re´ en intercalant des ze´ros entre chaque e´chantillon.
borne´ f(t) e´chantillonne´ en N e´le´ments de re´solution est une analyse multire´solution tronque´e
entre les approximations a` la re´solution du signal L et une re´solution minimale S. Le signal est
alors transforme´ en une somme de de´tails D2j , aux re´solutions successives J < j ≤ L et de
l’approximation A2J a` la plus basse re´solution, appele´e “dernier lisse´”, qui contient le re´sidu non-
filtre´ de l’analyse. Les signaux de´tails e´tant de moyenne nulle, c’est le dernier lisse´ qui contient la
normalisation du flux du signal:
f =
L∑
j=−J
〈f,ψj,n〉ψj,n + 〈f,φJ,n〉φJ,n
=
L∑
j=−J
D2j +A2J . (2.44)
L’orthogonalite´ des bases d’ondelettes implique que les de´tails calcule´s aux diffe´rentes re´solutions
ne sont pas redondants mais comple´mentaires. La perte d’information entre les de´tails aux re´solutions
successives, due a` la diminution de la fre´quence de coupure de l’intervalle en fre´quences, est com-
pense´e par une de´cimation d’un facteur 2 a` chaque e´chelle. En outre, la dualite´ entre le signal et
sa transforme´e se traduit par la conservation du nombre d’e´chantillons. On utilisera dans cette
the`se des transforme´es en ondelettes d’images, c’est-a`-dire de signaux a` deux dimensions. La trans-
forme´e d’une image I(k,l) a` deux dimensions (N1 ×N2) obtenue par l’algorithme multire´solution
est ge´ne´ralement repre´sente´e par une image de meˆme taille. Les signaux de de´tails aux approxima-
tions j successives sont des images de dimension (N12j × N12j ). On remplit l’image de la transforme´e
en plac¸ant les trois images de signaux de de´tails a` la re´solution 20, de dimension N12 × N22 , aux
trois coins de l’image. L’espace restant, de dimension (N12 × N22 ), est rempli dans les coins par les
trois signaux de de´tails de dimension (N14 × N24 ), et ainsi de suite jusqu’a` la re´solution S, ou` le
signal d’approximations associe´ au dernier lisse´ remplit l’espace restant (cf. 2.5).
2.3.2 Algorithme a` trous.
Dans l’algorithme multire´solution, le sous-e´chantillonnage des signaux de de´tail par rapport au
signal initial rend l’algorithme non redondant mais aussi non-invariant par translation. Si l’absence
de redondance est par exemple recherche´e en compression d’images, la redondance et l’invariance
par translation sont au contraire utiles pour estimer les parame`tres du signal.
L’algorithme a` trous est un algorithme e´quivalent a` un algorithme multire´solution sans de´cimations.
En contrepartie la base d’ondelettes associe´e n’est pas orthogonale. Dans cet algorithme, les si-
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Fig. 2.5 – Diagramme de gauche: repre´sentation de la transforme´e en ondelettes sur trois e´chelles
d’une image de dimension (N1 × N2) obtenue par l’algorithme multire´solution a` deux dimen-
sions. A chaque re´solution, la transforme´e comprend trois signaux de de´tails, WH , WV et WD,
respectivement horizontaux, verticaux et diagonaux. Le re´sidu a` la re´solution 3 est occupe´ par le
dernier lisse´ F. Images de droite: Transforme´e en ondelettes de Haar obtenue selon l’algorithme
multire´solution.
gnaux d’approximation ont tous le meˆme nombre d’e´chantillons que le signal, ce qui rend l’al-
gorithme invariant par translation et redondant. Comme pour l’algorithme multire´solution, les
signaux d’approximations sont calcule´s par filtrages passe-bas successifs du signal f(t) et les filtres
d’analyse ve´rifient l’e´quation de dilatation (2.19). Par contre, puisque l’e´chantillonnage des signaux
d’approximation est maintenant invariant d’e´chelle, c’est le filtrage qui ne l’est plus: l’e´quation
(2.19) est ve´rifie´e en de´finissant a` chaque re´solution j un filtre passe-bas hj obtenu en inse´rant
2j − 1 ze´ros entre chaque e´chantilllon du filtre h associe´ a` l’analyse multire´solution, soit:
hj [k]k∈Z =
{
h[n] si k = 2jn
0 sinon.
(2.45)
Par exemple, la de´composition de la figure (2.6), associe´e a` un filtre h¯ a` deux e´chantillons, fait
intervenir des filtres h¯j a` 2
j+1 a` 2j+1 e´chantillons dont 2j−1 ze´ros.
2
1
0
3
4
j
Fig. 2.6 – De´composition d’un signal sur 4 e´chelles selon l’algorithme de Coifman & Donoho, avec
un filtre d’analyse h¯j a` deux e´chantilons non nuls, de taille 2
j+1.
La condition d’orthogonalite´ de la base d’ondelettes e´tant leve´e, on peut construire plusieurs
familles d’ondelettes associe´es aux sous-espaces de de´tails. Une solution simple consiste a` utiliser
l’ondelette associe´e au filtre gj = 1 − hj , de sorte que le signal de de´tail Wj se construit a`
chaque re´solution comme la diffe´rence des signaux d’approximations Fj−1 et Fj (Holschneider).
Cet algorithme est intuitif parce que la perte d’information entre les signaux d’approximations
successifs se traduit par une diffe´rence, mais aussi rapide parce que la de´composition en signaux
de de´tails, ainsi que la reconstruction du signal ne ne´cessitent pas de filtrage.
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Une autre solution propose´e par Coifman & Donoho (1995) consiste a` construire le filtre passe-
haut gj de la meˆme fac¸on que le filtre hj , en inse´rant 2
j − 1 ze´ros entre chaque e´chantilllon du
filtre g associe´ a` l’analyse multire´solution, soit:
gj [k] =
{
g[n] si k = 2jn
0 sinon.
(2.46)
L’algorithme de Coifman & Donoho et l’algorithme a` trous de Holschneider diffe`rent en ce
qui concerne la reconstruction du signal. En effet le filtrage de reconstruction de l’algorithme de
Coifman & Donoho est aussi redondant que le filtrage de de´composition. En fait, ce filtrage revient
a` moyenner a` chaque re´solution les coefficients redondants de la de´composition. Par exemple pour
un filtre g¯j a` deux e´chantillons on effectue 2
j ope´rations a` chaque e´chelle soit au total 2 ∗ (2J − 1)
ope´rations au lieu de J dans le cas de l’algorithme a` trous standard (cf. figure 2.6). Cette proprie´te´
rend l’algorithme inte´ressant pour re´duire l’influence des fausses de´tections quand les coefficients
sont modifie´s ou seuille´s.
0
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j
Fig. 2.7 – Reconstruction d’un signal sur 4 e´chelles selon l’algorithme de Coifman & Donoho,
avec un filtre d’analyse g¯j a` deux e´chantillons. A chaque e´chelle, 2
j coefficients redondants sont
moyenne´s. Au total, le coefficient a` l’e´chelle 0 est obtenu par 2× (2J − 1) ope´rations au lieu de J
dans l’algorithme a` trous standard.
En outre les deux algorithmes se distinguent dans le cas de l’analyse a` deux dimensions.
Conside´rons en effet l’analyse d’une image I(k,l) de dimension (N1 ×N2). L’algorithme a` trous
de Holschneider associe a` chaque signal d’approximation Fj de l’image, un signal de de´tails de
dimension (N1 × N2), Wj = Fj−1 − Fj . Par contre l’algorithme de Coifman & Donoho qui
utilise le formalisme de filtrage de l’analyse multire´solution a` deux dimensions, associe trois sous-
espaces de de´tails, respectivement, horizontaux, verticaux et diagonaux a` chaque approximation
Fj . L’algorithme de Coifman & Donoho a` deux dimension est donc trois fois plus redondant que
l’algorithme a` trous de Holschneider et permet une exploration anisotrope des structures du signal.
2.3.3 Ope´rateurs de filtrage
Les deux algorithmes de calcul de transforme´es en ondelettes utilise´s dans cette the`se sont
l’algorithme multire´solution et l’algorithme de Coifman & Donoho. Ces deux algorithmes utilisent
des relations de filtrages inter-e´chelles de de´composition et de reconstruction du type (2.37) et
(2.39) a` une dimension, (2.41) et (2.43) a` deux dimensions. Pour l’algorithme multire´solution,
non-redondant, ces relations sont invariantes d’e´chelles et font intervenir les filtres h et g. Pour
l’algorithme de Coifman & Donoho, redondant, elles sont de´pendantes de l’e´chelle et font intervenir
les filtres hj et gj . Par la suite, on utilisera une e´criture synthe´tique des relations de filtrage, faisant
intervenir des ope´rateurs de filtrage.
A une dimension, on exprime la de´composition ou analyse du signal d’approximation Fj en
signaux de de´tails Wj+1 et d’approximations Fj+1 par les relations:
Fj+1 = HjFj ,
Wj+1 = GjFj . (2.47)
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Fig. 2.8 – Transforme´e en ondelettes de Haar sur 6 e´chelles obtenue avec l’algorithme redondant
de Coifman & Donoho. On a repre´sente´ pour chaque re´solution le signal d’approximation et les
trois signaux de de´tails de dimension (N1 ×N2).
Dans le cas de l’algorithme multire´solution, les ope´rateurs Hj et Gj expriment la combinaison
d’un filtrage par les filtres h¯ et g¯ respectivement et d’une de´cimation d’un facteur 2 (cf. figure
(2.3)). Dans le cas de l’algorithme de Coifman & Donoho, ils expriment simplement les filtrages
par h¯j et g¯j .
La reconstruction ou synthe`se du signal d’approximation Fj s’exprime quant a` elle en fonction
de Wj+1 et Fj+1 par:
Fj = H˜jFj+1 + G˜jWj+1, (2.48)
ou` les ope´rateurs H˜j et G˜j sont associe´s, soit a` la combinaison d’un sure´chantillonnage d’un
facteur 2 et d’une convolution par h et g respectivement dans le cas de l’algorithme multire´solution
(cf. figure (2.3), soit a` une convolution par hj et gj dans le cas de l’algorithme de Coifman &
Donoho 2.
A deux dimensions, le signal d’approximation Fj est de´compose´ en trois signaux de de´tail
Wh,v,d(j+1) et un signal d’approximation Fj+1, auxquels on associe quatre ope´rateurs d’analyse:
F(j + 1) = HjF (j),
Wh(j + 1) = Gh,jF(j),
Wv(j + 1) = Gv,jF(j),
Wd(j + 1) = Gd,jF(j). (2.49)
2. L’introduction des notations Hj et Gj d’une part,

Hj et

Gj d’autre part, est introduite pour sa cohe´rence avec
l’analyse en ondelettes bi-orthogonales, mais nous n’utiliserons pas d’ondelettes bi-orthogonales dans cette the`se
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Les ope´rateurs Hj , Gh,j , Gv,j , Gd,j sont alors associe´s, soit aux combinaisons de filtrages
de´cime´s par h¯h¯, h¯g¯, g¯h¯ et g¯g¯ dans le cas de l’algorithme multire´solution, soit aux filtrages par
h¯j h¯j , h¯j g¯j , g¯j h¯j et g¯j g¯j dans le cas de l’algorithme de Coifman & Donoho.
Enfin la reconstruction de Fj s’exprime par:
Fj = H˜jF(j + 1) + G˜h,jWh(j + 1) + G˜v,jWv(j + 1) + G˜d,jWd(j + 1), (2.50)
et les ope´rateurs H˜j , G˜h,j , G˜v,j et G˜d,j sont associe´s, soit aux combinaisons de filtrages
sure´chantillonne´s hh, hg, gh et gg dans le cas de l’algorithme multire´solution, soit aux filtrages
par hjhj , hjgj , gjhj et gjgj dans le cas de l’algorithme de Coifman & Donoho.
2.4 Applications: Compression de l’information et de´bruitage.
En de´composant un signal temporel en ses variations dans l’espace temps-fre´quence, la trans-
forme´e en ondelettes permet de coder l’information contenue dans le signal dans un petit nombre
de coefficients de grande amplitude. Cette proprie´te´ la rend particulie`rement efficace pour deux
applications: la compression de l’information et le de´bruitage.
Pour la compression, on applique aux coefficients de la transforme´e un ope´rateur de quantifica-
tion Q, en conse´qunce tous les coefficients de faible amplitude, qui sont peu porteurs d’information,
sont par exemple annule´s:
f˜ =
L∑
j=−J
Q(〈f,ψj,n〉)ψj,n + 〈f,φJ,n〉φJ,n. (2.51)
En utilisant une transforme´e non redondante comme l’algorithme multire´solution, le fait d’an-
nuler un grand nombre de coefficients rame`ne le nombre d’e´chantillons non-nuls a` un nombre
beaucoup plus faible que le nombre d’e´chantillons du signal de de´part.
Pour le de´bruitage, on utilise cette fois l’espace temps-fre´quence pour se´parer les contributions
signal et du bruit. Le bruit e´tant suppose´ plus lentement variable que le signal a` chaque e´chelle, les
coefficients de sa transforme´e sont de faible amplitude et non localise´s. Inversement les coefficients
associe´s aux transitoires du signal sont d’amplitude forte et localise´s. Connaissant la nature du
bruit, on peut en mode´liser puis en supprimer la contribution uniforme dans l’espace des ondelettes,
en appliquant des contraintes a` l’ensemble des coefficients. Ces contraintes d, peuvent eˆtre line´aires,
-filtrage-, ou non line´aires, -seuillage-:
f˜ =
L∑
j=−J
d(〈f,ψj,n〉)ψj,n + 〈f,φJ,n〉φJ,n. (2.52)
Les contraintes de seuillage introduisent des discontinuite´s dans l’espace temps-fre´quence qui se
traduisent par des oscillations dans l’espace direct. Ces artefacts peuvent eˆtre re´duits en utilisant
cette fois des transforme´es redondantes dans lesquelles les oscillations de meˆme fre´quence mais de
phases distinctes seront moyenne´es et annule´es. C’est le de´bruitage qui justife l’utilisation de la
transforme´e en ondelettes dans cette the`se, son principe sera de´veloppe´e dans la section 3.2.1.
2.5 Choix d’une base d’ondelettes orthogonales.
En de´finissant des sous-espaces duaux de de´tails et d’approximations, l’analyse multire´solution
permet de de´finir des bases d’ondelettes orthogonales a` partir de bases d’interpolation ou fonctions
d’e´chelle. En utilisant (2.21) et (2.22) on construit ainsi dans l’espace de Fourier une ondelette
orthogonale en fonction d’une fonction d’e´chelle φ et du filtre d’approximation h associe´:
ψ̂[ω] =
1√
2
e
−iω
2 ĥ∗
[ω
2
+ pi
]
φ̂
ω
2
. (2.53)
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La construction la plus “triviale” est obtenue a` partir d’une analyse multire´solution associe´e a`
une fonction d’e´chelle constante par morceaux, φ = 1[0,1]. Son filtre d’analyse a` deux e´chantillons
se de´duit de l’e´quation de dilatation (2.19):
h[n] = <
1√
2
φ
(
t
2
)
,φ(t− n) >
=
{ 1√
2
si n = 0,1
0 sinon.
(2.54)
Il s’agit de l’ondelette de Haar, qui s’exprime en fonction de h et φ en utilisant les relations
(2.20) et (2.23):
1√
2
ψ(
t
2
) =
+∞∑
n=−∞
(−1)1−nh[1− n]φ(t− n),
=
1√
2
[φ(t− 1)− φ(t)] .. (2.55)
On en de´duit que l’ondelette de Haar est une fonction a` deux valeurs, 1 et -1, (Haar, 1910) de
support [0,1] (cf. figure 2.9):
ψ(t) =
 −1 si 0 ≤ t < 1/21 si 1/2 ≤ t < 1
0 sinon
(2.56)
ψ (x)
s
u
s
φ (x)
u
Fig. 2.9 – Ondelette de Haar ψ et fonction d’e´chelle indicatrice φ associe´e.
En utilisant des bases d’interpolations plus re´gulie`res que la fonction indicatrice, on peut
former d’autres ondelettes. Par exemple les ondelettes splines polynoˆmiales sont forme´es a` partir
d’approximations multire´solution par splines.
On a vu que l’inte´reˆt de la transforme´e en ondelettes est de coder l’information contenue dans
le signal dans un nombre minimal de coefficients de grande amplitude. Cet objectif sera d’autant
mieux atteint si on choisit une ondelette dont la forme est, d’une part, corre´le´e avec les re´gions
rapidement variables du signal f qu’elle analyse, d’autre part de´corre´le´e avec ses re´gions plus
re´gulie`res.
Dans les re´gions ou` le signal pre´sente de fortes discontinuite´s, les coefficients en ondelettes
associe´s a` ces discontinuite´s seront de grande amplitude a` toutes les e´chelles et c’est la taille du
support de l’ondelette qui en limitera le nombre dans l’ensemble de la transforme´e. Dans les re´gions
plus re´gulie`res du signal, on pourra re´duire l’amplitude des coefficients en augmentant le nombre
de moments nuls {µk}0≤k<p de l’ondelette:
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µk =
∫ +∞
−∞ t
kψ(t)dt = 0 0 ≤ k < p. (2.57)
On de´duit en effet de cette expression qu’une ondelette dont les p premiers moments sont nuls
est orthogonale aux diffe´rents termes d’un polynome d’ordre p par lequel on peut approcher le
signal.
Le choix d’une ondelette de´pend donc du signal analyse´. C’est un compromis entre la minimisa-
tion de la taille du support pour les signaux pre´sentant de fortes discontinuite´s et la maximisation
du nombre de moments nuls pour les signaux plus re´guliers. Les ondelettes de Daubechies (1988)
se construisent par exemple nume´riquement en minimisant la taille du support pour un nombre
de moments non nul donne´.
L’ondelette de Haar est discontinue et ne posse`de qu’un seul moment non nul. Si son support
est le plus compact possible, -c’est une ondelette de Daubechies a` un moment non nul-, elle est par
contre mal adapte´e a` l’analyse de signaux continus. Nous avons choisi de l’utiliser dans cette the`se
pour tirer parti de la simplicite´ de son expression nume´rique, mais surtout des proprie´te´s parti-
culie`res de l’analyse multire´solution associe´e a` une fonction d’e´chelle constante par morceaux. Nous
utiliserons ainsi des algorithmes de de´bruitage base´s sur le seuillage de la transforme´e en ondelettes
de Haar. N’utilisant pas d’ondelette plus re´gulie`re, ces processus de seuillage entraˆınent de fortes
discontinuite´s que nous avons choisi de re´duire en introduisant une contrainte de “re´gularisation”
du signal dans les algorithmes de reconstruction du signal.
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Chapitre 3
Restauration d’image a` faible
statistique applique´e a` l’e´mission
X du plasma intra-amas.
69
3.1 Le signal: Emissivite´ du plasma intra-amas.
3.1 Le signal: Emissivite´ du plasma intra-amas.
Disposant d’une liste de N e´ve´nements (k,l,e) observe´s, nous cherchons a` restituer de manie`re
optimale la distribution d’e´missivite´ du plasma intra-amas projete´e sur le plan du ciel, S(k,l) =
∞∫
0
S(e,k,l)de. Il s’agit d’un proble`me inverse que l’on posera apre`s avoir rappele´ pourquoi le pro-
cessus d’e´mission de l’ensemble des photons rec¸us sur le plan du de´tecteur est assimilable a` un
processus de Poisson.
3.1.1 Du processus de Bernoulli au processus de Poisson
Pour examiner le processus discret d’e´mission de l’ensemble des photons rec¸us, e´chantillonnons
l’espace des e´ve´nements en e´le´ments de re´solution de position (k,l) et e´nergie (e). L’ensemble des
N e´ve´nements e´tant associe´ a` diffe´rentes composantes d’e´mission, associons une loi de probabilite´
fi(k,l,e) et une e´misssivite´ totale ni a` chaque composante i, ainsi qu’une loi de probabilite´ globale
F(k,l,e) a` l’ensemble des e´ve´nements:
NFF(k,l,e) =
∑
i
nifi(k,l,e) (3.1)
Par exemple, pour les spectro-imageurs EPIC, on utilisera un mode`le a` trois composantes,
comprenant une composante source et deux composantes de fond de lois de probabilite´s respectives,
S(k,l,e), P (e), B(e), et d’e´missivite´s totales NS, NP, NB (cf. eq. 1.2). Pour chaque e´le´ment de
re´solution k,l,e, cherchons le nombre de photons e´mis par composante du signal, connaissant la
probabilite´ d’e´mission d’un photon, fi(k,l,e) et le nombre total de photons e´mis, ni. Il s’agit d’un
ensemble de N expe´riences de Bernoulli de parame`tre fi(k,l,e). Le nombre de photons e´mis par
composante suit donc la variable ale´atoire binomiale B(ni,pi), avec pi = fi(k,l,e), et la probabilite´
d’observer k photons s’exprime par:
P (Xi = k) =
ni!
k!(ni − k)! p
k (1− pi)ni−k. (3.2)
Cet e´chantillonnage de l’espace des e´ve´nements conduisant a` de faibles probabilite´s d’e´mission
par e´le´ment de re´solution, fi(k,l,e) << 1 et un grand nombre de photons e´tant e´mis durant
l’exposition, on peut approcher la variable ale´atoire Binomiale B(ni,pi) par une loi de Poisson
P(λi) de parame`tre λi = nipi. La probabilite´ d’observer k photons par e´le´ment de re´solution et
par composante du signal s’exprime alors par:
P (Xi = k) = exp(−λi)λ
k
i
k!
. (3.3)
Finalement le nombre total de photons rec¸us dans l’e´le´ment de re´solution (k,l,e) suit une
variable ale´atoire qui est la somme des lois de Poisson de parame`tre λi associe´es a` chacune des
composantes du signal. Puisque la somme de deux variables ale´atoires de Poisson de parame`tres
respectifs λ1 et λ2 est une loi de Poisson de parame`tre λ1 + λ2, on en de´duit de proche en proche
que cette variable ale´atoire est une loi de Poisson de parame`tre λ =
∑
i λi.
3.1.2 Une source e´tendue avec des variations spatiales.
Ayant mode´lise´ la probabilite´ d’e´mission des photons dans l’espace des e´ve´nements par la
loi F(k,l,e), on suppose connue la distribution spectrale de chacune des composantes d’e´mission
fi(e), mais on cherche a` restituer leurs distributions spatiales. Dans le cas ge´ne´ral, on ne peut
e´tudier se´pare´ment les variations spatiales de chacune des composantes, puisque les e´ve´nements
associe´s a` chacune d’entre elles sont indiscernables. Heureusement, le proble`me est ici simplifie´
puisque notre mode`le comprend une composante associe´e au milieu intra-amas S(k,l,e), dont on
cherche les variations spatiales S(k,l) =
∑
e S(k,l,e) et deux composantes de fond, P et B, dont les
distributions spatiales sont suppose´es uniformes. L’e´tude des variations spatiales de la distribution
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des photons du milieu intra-amas S(k,l) se rame`ne donc a` l’e´tude des variations spatiales de la
distribution de l’ensemble des photons F (k,l) =
∑
e F (k,l,e).
L’espace des parame`tres a` trois dimensions (k,l,e) est maintenant contracte´ en un espace a`
deux dimensions (k,l) et le nombre total de photons rec¸us dans l’e´le´ment de re´solution (k,l) suit
une variable ale´atoire qui est la somme des lois de Poisson de parame`tre λ = F(k,l,e) associe´es a`
l’e´missivite´ de chaque e´le´ment de re´solution (k,l,e). C’est donc encore une loi de Poisson avec cette
fois pour parame`tre λ(k,l) =
∑
e λ(k,l,e). Le processus d’e´mission de l’ensemble des N photons
rec¸us sur le plan du de´tecteur est donc assimilable a` un processus de Poisson de parame`tre λ(k,l):
P [X(k,l) = m] = exp(−λ(k,l))λ(k,l)
m
m!
. (3.4)
Et le proble`me de l’e´tude des variations spatiales d’e´missivite´ du plasma intra-amas se rame`ne
a` l’e´tude des variations spatiales du parame`tre de Poisson, λ(k,l).
3.2 Choix de l’algorithme
Dans la section pre´ce´dente, nous avons ramene´ le proble`me de l’e´tude des variations spatiales
d’e´missivite´ du milieu intra-amas a` celui de l’estimation de la distribution spatiale d’un parame`tre
de Poisson λ(k,l) associe´ au processus d’e´mission des N photons observe´s au foyer des spectro-
imageurs EPIC. La distribution spatiale du parame`tre λ(k,l) est issue de processus physiques
de´terministes lie´s au milieu intra-amas, milieu continu dans un espace a` trois dimensions. Le
processus d’e´mission des photons observe´s sur le plan du de´tecteur n’est donc pas stationnaire, par
contre la continuite´ du millieu intra-amas permet de le conside´rer comme localement stationnaire.
Cette hypothe`se de stationnarite´ locale permet de de´finir des e´le´ments de re´solution spatiaux dans
lesquels on peut estimer le parame`tre λ. Pour les de´finir sans a priori, il est inte´ressant d’explorer
au pre´alable de manie`re syste´matique le signal et ses variations a` diffe´rentes re´solutions spatiales
en utilisant un algorithme adaptatif. Nous discuterons des avantages et inconve´nients de plusieurs
algorithmes multire´solution adapte´s a` notre proble`me dans la section 3.2.1, avant de de´tailler celui
que nous avons choisi dans la partie 3.3 de ce chapitre. L’estimation locale du parame`tre de Poisson
proprement dit fera l’objet de la section 3.2.2.
3.2.1 L’approche multie´chelle
Ayant choisi d’explorer le signal dans le cadre d’une approche multie´chelle, on pourra utiliser
deux types d’algorithmes, les algorithmes a` maillage adptatif ou la transformation en ondelettes.
Dans les algorithmes a` maillage adaptatif, l’espace est directement re´e´chantillonne´ en e´le´ments de
re´solution de tailles distinctes. Avec la transformation en ondelettes, on effectue une exploration
de l’espace position-fre´quence en codant par des coefficients les variations spatiales du signal a`
diffe´rentes e´chelles.
Les algorithmes a` maillage adaptatif
Le principe des algorithmes a` maillage adaptatif est de convoluer la distribution de points
par un noyau de forme pre´de´finie mais de taille ou e´chelle variable. L’e´chelle du noyau doit eˆtre
minimise´e pour pre´server la re´solution spatiale mais suffisante pour garantir un rapport signal-sur-
bruit supe´rieur a` une valeur seuil. Ces algorithmes se distinguent par la forme du noyau, le caracte`re
compact ou non de son support, mais aussi l’e´chantillonnage de l’espace position-fre´quence qu’ils
sous-tendent. Ils sont tre`s utilise´s pour l’e´tude des amas de galaxies, a` la fois en astronomie X pour
caracte´riser la distribution d’e´missivite´ du milieu intra-amas, mais aussi dans le domaine optique
pour e´tudier des distributions de densite´ de galaxies, envisage´es comme des points.
En astronomie X, deux algorithmes sont couramment utilise´s, l’e´chantillonnage adaptatif et le
lissage adaptatif (Ebeling et al., 1998). Dans l’e´chantillonnage adaptatif, la densite´ d’e´ve´nements
est d’abord e´value´e dans chaque pixel de l’image, puis la surface des e´le´ments de re´solution est
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Fig. 3.1 – Lissage adaptatif gaussien. (1) Fluctuation de Poisson (5 dB). (2) Image mode`le. (3 et
4) Lissage adaptatif a` 2 et 3 σ (14.2 dB et 17.4 dB).
progressivement augmente´e en groupant les pixels quatre par quatre jusqu’a` ce que le rapport
signal-sur-bruit de´passe la valeur seuil. Dans le lissage adaptatif, la distribution de points est
convolue´e par des noyaux d’e´chelle croissante, la valeur de densite´ locale retenue e´tant celle calcule´e
avec le noyau d’e´chelle minimale pour que le rapport signal-sur-bruit de´passe la valeur seuil. Ces
deux algorithmes se distinguent par le fait que l’e´chantillonnage adaptatif n’est pas redondant
et utilise un e´chantillonage dyadique des e´chelles de calcul. Il ne´cessite donc beaucoup moins
d’ope´rations que le lissage adaptatif, mais ge´ne`re plus d’artefacts. En outre le lissage adaptatif
permet d’imple´menter des noyaux de forme varie´e.
En astronomie optique, A. Dressler (1980) a travaille´ sur la structuration de la distribution
projete´e des galaxies dans des e´chantillons d’amas. Dans les amas relaxe´s, on montre en appliquant
le the´ore`me du Viriel que cette distribution suit une loi de Poisson dont le parame`tre local suit
lui-meˆme une loi de type mode`le β (cf. e´quation (2.2) de la partie I). La mise en e´vidence de
structurations dans la distribution des galaxies est donc un indicateur de leur e´tat de relaxation.
Pour ses travaux, A. Dressler a propose´ un algorithme dans lequel la densite´ locale de galaxies est
caracte´rise´e par l’inverse de la surface minimale incluant un nombre pre´de´fini de galaxies (Kriessler,
1997).
Dans ces trois algorithmes l’e´chelle du noyau de convolution est optimise´e en fonction du
rapport signal-sur-bruit. Dans les algorithmes d’e´chantillonnage et de lissage adaptatif, une distri-
bution de fond est prise en compte. Le signal est le nombre d’e´ve´nements de´passant la valeur de
fond. Le “bruit” est calcule´ selon une statistique gaussienne en sommant les erreurs quadratiques
associe´es au calcul de la densite´ locale de photons associe´s a` l’amas et au fond. Dans l’algorithme
de Dressler, on suppose une distribution poissonnienne des e´ve´nements et il n’y a pas de distribu-
tion de fond. La fluctuation du bruit se rame`ne donc a` la racine du nombre d’e´ve´nements, et peut
eˆtre seuille´e par un simple nombre d’e´vn`ements. En fait l’algorithme de Dressler se rame`ne a` un
lissage adaptatif sans distribution de fond et avec un noyau uniforme.
La figure 3.1 illustre le lissage adaptatif gaussien d’une distribution de points (1) dont on
cherche a` restaurer le parame`tre de Poisson (2). Le seuil de signification du signal est fixe´ res-
pectivement a` 2 et 3 fois l’e´cart-type du bruit σ pour les images (3) et (4). On constate qu’avec
un crite`re de signification conservatif de 3 σ, l’algorithme restaure de manie`re satisfaisante les
structures a` grande e´chelle. Si on diminue le rapport signal-sur-bruit, on fait apparaˆıtre de petites
structures dans les re´gions ou` le parame`tre de Poisson local varie rapidement, mais la forme de ces
petits objets est assez bruite´e et distordue par rapport au mode`le. Nous avons vu que l’estimation
du parame`tre de Poisson devait eˆtre effectue´e dans des domaines de l’espace temps-fre´quence ou` le
signal est localement stationnaire. Les algorithmes a` maillage adaptatif n’atteignent qu’approxima-
tivement cet objectif en adaptant l’e´chantillonnage pour homoge´ne´iser le rapport signal-sur bruit
et non pour rendre le signal localement stationnaire. Par ailleurs, ils n’explorent que partiellement
l’espace temps-fre´quence puisqu’une e´chelle de convolution unique est attribue´e a` chaque pixel de
l’image, ce qui ne permet pas de restituer la nature multie´chelle des objets d’une image telle que
celle de la figure 3.1. La transforme´e en ondelettes permet de re´soudre ces proble`mes en explorant
de manie`re plus comple`te l’espace temps-fre´quence et en donnant directement une mesure de la
stationnarite´ du signal. Elle permet aussi de de´coupler l’analyse temps-fre´quence du de´bruitage et
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ainsi de construire des algorithmes ite´ratifs plus performants.
Les algorithmes ondelettes et la se´paration signal-bruit
Avec la transforme´e en ondelettes, les variations du signal S(k,l) a` diffe´rentes e´chelles a sont
code´es par des coefficients. Cette approche multi-e´chelle “naturelle” permet de coder l’essentiel de
l’e´nergie du signal dans un petit nombre de coefficients localise´s. Comme la distribution spatiale
du bruit est en ge´ne´ral plus faiblement variable que celle du signal, les coefficients associe´s au
bruit sont distribue´s de manie`re plus continue que ceux associe´s au signal et leur amplitude est
plus faible. C’est pourquoi l’analyse en ondelettes permet de se´parer efficacement les contributions
respectives du bruit et du signal dans l’espace position-fre´quence.
La figure 3.2 illustre le principe de la se´paration signal-bruit dans l’espace des ondelettes. On y
a repre´sente´ trois signaux a` une dimension, ainsi que leurs transforme´es en ondelettes respectives
calcule´es sur six e´chelles en utilisant une ondelette de Haar. Le signal du haut est compose´ de la
somme d’une gaussienne large et d’une gaussienne e´troite. Le signal du bas a` gauche est un bruit
blanc. Le signal du bas a` droite est un signal bruite´ qui est la superposition des deux pre´ce´dents. On
constate dans l’espace des ondelettes, que l’amplitude des coefficients est maximale aux re´solutions
associe´es aux largeurs caracte´ristiques de chacun des objets. Ainsi l’amplitude des coefficients
associe´s a` la gausienne large est maximale a` la 6e e´chelle, alors que l’amplitude des coefficients
associe´s a` la gaussienne e´troite est maximale a` la 3e e´chelle. Enfin, comme la taille caracte´ristique
du bruit blanc est l’e´chantillonnage du de´tecteur, l’amplitude des coefficients associe´s au bruit
blanc est maximale a` la premie`re e´chelle et de´croit ensuite avec l’e´chelle.
En fait, comme la transforme´e en ondelettes est line´aire, l’amplitude des coefficients associe´s
au bruit est mode´lisable si on connaˆıt la nature du bruit. On s’inte´ressera par la suite a` deux types
de signaux: d’une part, les signaux de type X = F + W , bruite´s par un bruit blanc, additif et
gaussien, W (σ), d’e´cart-type σ, d’autre part les processus de Poisson de type X = pλ(n).
Pour un signal bruite´ par un bruit gaussien, on montre que la densite´ de probabilite´ des coef-
ficients en ondelettes lie´s au bruit est elle aussi une gaussienne de de´viation standard σ et d’am-
plitude de´pendant de la normalisation en e´nergie des coefficients. Pour un processus de Poisson,
on ne peut se´parer les fluctuations du bruit et du signal, qui de´pendent toutes deux du parame`tre
de Poisson λ. Si la densite´ d’e´ve´nements n’est pas trop faible (n > 6), la transforme´e d’Anscombe
t(X) = 2
√
X + 38 permet de stabiliser la variance du signal X = pλ(n) et de se ramener au cas
du bruit additif.
Si la densite´ d’e´ve´nements est plus faible, on doit estimer la fluctuation du bruit dans l’espace
des ondelettes en calculant la densite´ de probabilite´ des coefficients en ondelettes associe´s a` un
processus de Poisson stationnaire. Pour cela on peut d’abord exprimer la densite´ de probabilite´ des
coefficients associe´s a` n e´ve´nements distribue´s ale´atoirement dans l’intervalle couvert par le support
de l’ondelette ψ. Conside´rant que la distribution d’un e´ve´nement dans l’espace des ondelettes est
directement donne´e par l’histogramme Hψ de l’ondelette ψ, on en de´duit, en exprimant de proche
en proche la loi de probabilite´ des couples (P (w|i),P (w|1),i = 1,.,n) que la distribution des n
e´ve´nements inde´pendants est donne´e par n autoconvolutions de Hψ (Starck & al, 1998):
p(w|n) = Hψ ⊗Hψ ⊗ . . .⊗Hψ
= H
(∗n)
ψ (w) (3.5)
La distribution de probabilite´ des coefficients en ondelettes associe´s a` un processus de Poisson
stationnaire pλ(n), de parame`tre λ s’exprime alors, selon le the´ore`me des probabilite´s totales, par:
pw =
∞∑
n=0
p(w|n)pλ(n)
= e−αδ(w) +
∞∑
n=1
H
(∗n)
ψ (w)
λn
n!
e−λ, (3.6)
73
3.2 Choix de l’algorithme
Fig. 3.2 – Se´paration signal-bruit dans l’espace des ondelettes. Repre´sentation de signaux et leurs
transforme´es en ondelettes calcule´es sur 7 e´chelles en utilisant l’ondelette de Haar. Haut: Signal
1D. Bas-gauche: Bruit blanc. Bas-droite: Signal bruite´.
ou` l’on a conside´re´ que la densite´ de probabilite´ des coefficients en ondelettes se rame`ne a` un
dirac centre´ en 0 dans le cas particulier de l’absence d’e´ve´nements, n=0.
3.2.2 De´bruitage
Ayant projete´ le signal S(k,l) dans un espace multi-e´chelle, il reste a` choisir la me´thode de
de´bruitage la plus approprie´e pour restituer la distribution spatiale du parame`tre λ(k,l) a` partir
des coefficients en ondelettes W(k,l) associe´s au signal bruite´ S(k,l). Le signal F sera alors estime´
a` l’aide de l’estimateur F˜ , en fonction des donne´es bruite´es X et d’un ope´rateur de de´cision D:
F˜ = DX. (3.7)
Conside´rant le signal cherche´, F , comme la re´alisation de la variable ale´atoire pi, on pourra
envisager le de´bruitage selon deux approches. Si pi est connue ou mode´lisable, on cherchera le
signal F le plus probable en tenant compte du signal bruite´ observe´, c’est l’approche bayesienne.
Si pi est inconnue on cherchera a` estimer les fluctuations du bruit pour les supprimer du signal
avec un niveau de confiance choisi, c’est l’approche fre´quentiste.
Algorithmes Bayesiens.
L’estimation bayesienne repose sur l’estimateur F˜ qui minimise le “risque”, r(D,pi) = E{‖F −
F˜‖2}. On montre qu’il s’agit de l’espe´rance conditionnelle de F compte-tenu des donne´es bruite´es,
F˜ = E{F |X}. On la de´termine en ge´ne´ral a` partir de l’espe´rance conditionnelle des donne´es
compte-tenu de F , E{X|F}, en utilisant la formule de Bayes, p(F |X) = p(F )p(X|F )p(X) . La distribution
de probabilite´s pi des signaux F n’e´tant pas toujours a priori connue, une variante de l’approche
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bayesienne consiste a` minimiser le risque r(D,pi) pour la distribution de probabilite´ la moins
favorable des distributions a priori, c’est l’estimation minimax.
L’estimateur bayesien est souvent difficile a` exprimer. On peut simplifier le proble`me en mini-
misant r(D,pi) dans l’espace des ope´rateurs de de´cision line´aires. L’estimateur line´aire F˜ est alors
appele´ estimateur de Wiener. Dans le cas ou` les variables ale´atoires F et W associe´es au signal
et au bruit sont gaussiennes, on montre que le filtre de Wiener est optimal parmi les estimateurs
line´aires et non line´aires de F, et qu’il constitue un estimateur bayesien. Si de plus F et W cor-
respondent a` des processus stationnaires, l’estimateur de Wiener est diagonal dans une base de
Fourier discre`te, {gm}m=0,..,n, qui diagonalise les matrices de covariance du signal et du bruit. Il
s’exprime alors en fonction des valeurs propres de ces matrices, β2m et σ
2
m, aussi appele´es puissances
spectrales:
F˜ =
N−1∑
m=0
β2m
β2m + σ
2
m
Xgm (3.8)
Si l’on peut construire des bases de l’espace direct ou` β2m et σ
2
m sont invariantes, ce filtrage
dans l’espace de Fourier se rame`ne a` une convolution par le filtre de Wiener, h =
β2m
β2m+σ
2
m
. Le
filtre h se comporte alors comme un filtre passe-bas de´pendant du rapport signal sur-bruit
β2m
σ2m
:
il ne modifie pas le signal si σ2m ¿ β2m mais l’atte´nue d’autant plus que σ2m À β2m. Les bases
d’ondelettes rendant invariantes β2m et σ
2
m a` une e´chelle a donne´e, on peut y construire un filtre
de type Wiener associe´ a` chaque e´chelle.
Filtrage de Wiener dans le cas d’un bruit additif gaussien. Starck & Bijaoui (1994)
ont propose´ un algorithme de filtrage dans l’espace des ondelettes, dans le cas ou` la variable
ale´atoire F est la re´alisation d’un processus gaussien uniforme d’e´cart-type σF . Le filtre de type
Wiener exprime´ a` chaque e´chelle a dans la base des ondelettes s’exprime comme dans les bases de
Fourier par αj =
σF
2
σF 2+σ2
. L’hypothe`se d’uniformite´ du signal e´tant en ge´ne´ral trop forte, Bijaoui
(2000) a propose´ un algorithme qui s’applique a` tous les signaux dont la variable ale´atoire F est
la re´alisation d’une somme de processus gaussiens. Pour ces deux algorithmes, la line´arite´ de la
transforme´e en ondelettes et la re´gularite´ du signal permettent d’ame´liorer de facon hie´rarchique
l’estimation des coefficients a` partir de l’estimation des coefficients aux plus basses re´solutions, en
modifiant ite´rativement l’espe´rance conditionnelle de F .
Processus de Poisson Un algorithme de filtrage de type Wiener a e´te´ adapte´ au processus de
Poisson par Nowak & Baraniuk (1997). Cet algorithme estime les puissances respectives du signal et
du bruit des coefficients en ondelettes, σWλ
2 et σWC
2, a` partir de leur histogramme. La transforme´e
est alors filtre´e par le filtre h =
σWC
2
σWC
2+σWλ
2 . Ce filtre se comporte en fait asymptotiquement avec
le nombre d’e´ve´nements N comme le filtrage de Wiener d’un bruit additif gaussien de variance
σ =
√
N . Cette estimation est donc asymptotiquement optimale mais fausse dans le cas d’un faible
nombre d’e´ve´nements ou` la variance du filtre est alors surestime´e et le filtrage trop conservatif.
La construction d’un ve´ritable algorithme de filtrage bayesien adapte´ au processus de Poisson
est complexe parce que l’hypothe`se de stationnarite´ et la line´arite´ de la transforme´e en ondelettes
imposent de construire des algorithmes ite´ratifs et hie´rarchiques. En effet, le parame`tre de Poisson
doit eˆtre estime´ de proche en proche, a` la fois dans les directions d’espace et l’axe des fre´quences.
L’algorithme de Timmermann & Nowak (1999) propose de re´soudre le proble`me en partant d’une
variable ale´atoire locale a priori, fΛ, dont le parame`tre de Poisson λ est une re´alisation.
Algorithmes fre´quentistes: Seuillage des coefficients en ondelettes.
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Algorithmes Estimation
du bruit
Ite´rativite´ Redondance
spatiale
Estimation
du fond
Type
Filtrage ondelettes
(Starck / Bijaoui)
puissance oui oui non bayesien
Seuillage ondelettes
(k-σ/Donoho)
PDF
exacte
non oui non fre´quentiste
Fig. 3.3 – Algorithmes d’estimation du signal dans le cas d’un bruit additif.
Algorithmes Estimation
du bruit
Ite´rativite´ Redondance
spatiale
Estimation
du fond
Type
Echantillonnage
adaptatif
(Ebeling)
variance non non oui fre´quentiste
Lissage adaptatif
(Ebeling)
variance non oui oui fre´quentiste
Lissage adaptatif
(Dressler)
variance non oui non fre´quentiste
Filtrage ondelettes
(Nowak & Baraniuk)
puissance non oui non fre´quentiste
Seuillage ondelettes
(Kolaczyk)
PDF
approche´e
non oui non fre´quentiste
Seuillage ondelettes
(Jammal & Bijaoui)
PDF
exacte
oui oui non fre´quentiste
Estimation ondelettes
(Timmermann &
Nowak)
variance oui oui possible bayesien
Fig. 3.4 – Algorithmes d’estimation du signal adapte´s au processus de Poisson.
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L’approche fre´quentiste repose sur l’estimation de la fluctuation du bruit a` partir des donne´es.
Elle est moins performante que l’approche bayesienne qui utilise une information sur la distribution
de probabilite´s du signal cherche´, mais elle est toujours utilisable dans les cas ou` on ne dispose
pas de cette information a priori.
L’espace des ondelettes est particulie`rement adapte´ a` l’estimation du bruit parce qu’il permet de
se´parer efficacement le signal du bruit en concentrant l’e´nergie du signal sur quelques coefficients
alors que le bruit est de´ploye´ sur l’ensemble de la transforme´e (cf. section 3.2.1). L’estimation
de la fluctuation du bruit permet alors d’appliquer un seuil de signification T a` l’ensemble des
coefficients en ondelettes et de les se´parer en coefficients significatifs si leur amplitude de´passe la
valeur seuil et non significatifs sinon. En fait, dans le cas ge´ne´ral, on de´finit une valeur seuil positive
t+ pour les coefficients en ondelettes positifs et une valeur seuil ne´gative t− pour les coefficients
en ondelettes ne´gatifs. Le signal F est alors estime´ a` partir sa transforme´e en ondelette “seuille´e”
par un projecteur non-line´aire D qui applique des contraintes distinctes dW (W ) aux coefficients
significatifs et non-significatifs. Notons que ce type d’algorithme est en ge´ne´ral beaucoup plus
rapide qu’un algorithme de lissage.
F˜ = DW =
N−1∑
m=0
dW (W )ψm (3.9)
La contrainte la plus triviale est d’annuler les coefficients en ondelettes non-significatifs, c’est
le “seuillage dur”. Cette solution a l’avantage de ne pas modifier la partie significative du signal,
mais l’inconve´nient d’introduire des discontinuite´s dans la de´composition temps-fre´quence, donc
dans le signal reconstruit final.
dhard(a,k,l) =
 W (a,k,l) si W (a,k,l) > t+0 si t− ≤W (a,k,l) ≤ t+
W (a,k,l) si W (a,k,l) < t−
(3.10)
Le “seuillage mou” consiste a` retrancher la valeur seuil positive t+ a` tous les coefficients positifs
et a` annuler les coefficients ne´gatifs obtenus apre`s la soustraction. Pour les coefficients ne´gatifs, la
valeur seuil ne´gative t− est au contraire ajoute´e et les coefficients positifs obtenus annule´s. Cette
solution comme la pre´ce´dente annule les coefficients du domaine non-significatif, mais re´duit les
discontinuite´s entre les coefficients annule´s et les coefficients significatifs. Par contre, elle pre´sente
l’inconve´nient de modifier les coefficients significatifs.
dsoft(a,k,l) =
 W (a,k,l)− t+ si W (a,k,l) > t+0 si t− ≤W (a,k,l) ≤ t+
W (a,k,l) + t− si W (a,k,l) < t−
(3.11)
Une autre modification des coefficients non-significatifs consiste a` appliquer une contrainte de
“re´gularisation”. Partant du principe que le domaine non-significatif n’est porteur d’aucune infor-
mation sur le re´sultat final on cherche parmi toutes les modifications possibles de ces coefficients,
la solution qui apporte le minimum d’information. La contrainte de re´gularisation de Tikhonov
introduite par Bobichon & Bijaoui (97) est un processus ite´ratif qui consiste a` re´duire d’e´chelle en
e´chelle les variations des plans lisse´s en les convoluant par un filtre laplacien, puis a` recalculer les
coefficients non-significatifs associe´s a` ces variations.
La valeur du seuil t± de´pend d’une part du risque de l’estimateur F˜ choisi et d’autre part
du degre´ de signification que l’on veut accorder au re´sultat final. Le degre´ de signification est la
probabilite´ pour laquelle une variation du signal estime´ F˜ est de´tecte´e comme significative, c’est-a`-
dire non-issue d’une fluctuation du bruit. Cette probabilite´ augmente avec la valeur des coefficients
positifs et avec l’oppose´ de la valeur des coefficients ne´gatifs. Un crite`re de signification donne´ ²
permet de fixer la valeur seuil a` partir de la densite´ de probabilte´ des coefficients associe´s a` la
fluctuation du bruit (cf. 3.2.1), pWB (x):
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Fig. 3.5 – Seuillage et filtrage de la transforme´e en ondelettes adapte´s au bruit additif gaussien.
Transforme´e en ondelettes: B-spline, algorithme a` trous. (1) Image mode`le. (2) Image bruite´e (-
8dB). (3) Filtrage de Wiener (9.6 dB). (4) Filtrage de Wiener hie´rarchique (8.7 dB). (5) Seuillage
mou de Donoho (9.8 dB). (6) Seuillage dur de Donoho (10.4 dB). (7) Seuillage mou 3-sigma
(10.23 dB). (8) Seuillage dur 3-sigma (8.7 dB).
t+ = minx,x>0[
∫ +∞
x
pWB (u)du ≤ ²]
t− = maxx,x<0[
∫ x
−∞
pWB (u)du ≤ ²] (3.12)
Seuillage dans le cas d’un bruit additif gaussien Ce type de seuillage est pratique´ dans
l’algorithme de Starck & Bijaoui (1994). Pour un bruit additif gaussien d’e´cart-type σ, la densite´
de probabilite´ des coefficients en ondelettes est elle aussi gaussienne, donc syme´trique autour de
sa moyenne nulle. On peut alors proce´der a` un seuillage de la valeur absolue des coefficients avec
une valeur seuil de T = t± = kσ.
Mais cet algorithme de seuillage, s’il est robuste, ne minimise pas le risque de l’estimateur F˜ .
Donoho & Johnstone (92) ont prouve´ qu’il existait dans l’espace des ondelettes, un estimateur
de seuillage proche de l’estimateur minimax. Toujours dans le cas d’un bruit additif gaussien, la
valeur seuil T = σ
√
2logN associe´e a` cet estimateur s’exprime aussi en fonction de la de´viation
standard du bruit, σ, mais aussi du nombre de coefficients inde´pendants a` une e´chelle donne´e N .
En pratique, ce seuillage est plus se´ve`re aux hautes re´solutions de la transforme´e en ondelettes,
quand un nombre plus e´leve´ de coefficients inde´pendants augmente la probabilite´ qu’un seuil fixe
soit de´passe´ par un coefficient associe´ au bruit.
Sur la figure 3.5 on a compare´ les re´sultats de divers algorithmes de seuillage et de filtrage
d’une transforme´e en ondelettes B-spline calcule´e selon l’algorithme a` trous. Le signal analyse´ F
est une distribution de gaussiennes F, bruite´e par un bruit blanc additif gaussien, W. Pour chaque
estimation F˜, on a exprime´ le rapport signal-sur bruit final en de´cibels: RSBdB = 10 log
‖F‖
‖F−F˜‖ . On
constate que les algorithmes de filtrage de Wiener et de seuillage fournissent des re´sultats assez
similaires en terme de rapport signal-sur-bruit, c’est-a`-dire que le flux et les structures globales
du signal sont bien restitue´s dans tous les cas. Les images obtenues par filtrage de Wiener se
distinguent par contre des images obtenues par seuillage avec la pre´sence re´siduelle d’une texture
pe´riodique dans les re´gions d’e´misivite´ uniforme, ainsi que de petites structures a` haute re´solution.
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Fig. 3.6 – Seuillage adapte´ a` un processus de Poisson. (1) Fluctuation de Poisson (5 dB). (2) Image
mode`le. (3 et 4) Images restaure´es par seuillage de la transforme´e d’ondelettes: (3) algorithme a`
trous - ondelette B-spline - PDF approche´e (18.4 dB). (4) algorithme de Coifman & Donoho -
ondelette de Haar - PDF exacte (17.9 dB).
En effet les algorithmes de filtrage de Wiener de´rivent d’une approche bayesienne qui suppose le si-
gnal comme e´tant la re´alisation d’un processus gaussien stationnaire. Or les nombreuses structures
du signal de la figure 3.5 impliquent des corre´lations a` diffe´rentes e´chelles qui ne correspondent
pas a` un processus stationnaire. Parmi les quatre images obtenues par seuillage de la transforme´e
en ondelettes, les deux images obtenues par seuillage dur sont plus structure´es a` haute re´solution.
Mais cette structuration correspond souvent a` de fausses de´tections dans le cas du seuillage dur a` 3
σ. Le seuillage de Donoho fournit un re´sultat plus satisfaisant en supprimant les fausses de´tections,
c’est l’image obtenue avec un seuillage dur de Donoho qui a le meilleur rapport signal-sur-bruit.
Seuillage dans le cas d’un processus de Poisson. Deux types de seuillages sont envisa-
geables dans le cas d’un processus de Poisson. Soit la densite´ d’e´ve´nements n’est pas trop faible
(n > 10) et on peut utiliser la transforme´e d’Anscombe pour obtenir un signal bruite´ par un bruit
additif d’e´cart-type σ. Les algorithmes de seuillage de Starck & Bijaoui et Donoho & Johnstone
s’appliquent alors. Soit la densite´ d’e´ve´nements peut atteindre de tre`s faibles valeurs, comme c’est
parfois le cas en astronomie X, et la valeur seuil doit eˆtre calcule´e a` partir d’un crite`re de signi-
fication sur la densite´ de probabilite´ des coefficients associe´s a` un processus de Poisson uniforme
(cf. equation (3.6)).
L’algorithme de Kolaczyk (1999) repose sur ce principe en attribuant des valeurs seuils de´pendant
du parame`tre de Poisson local aux coefficients en ondelettes. Le calcul de ces valeurs a e´te´ effectue´
en utilisant une approximation des distributions des valeurs de probabilite´ de l’e´quation (3.12),
pour un processus de Poisson uniforme dans le cas d’une ondelette de Haar. Enfin l’algorithme
de Jammal & Bijaoui (1999) propose e´galement un seuillage de la transforme´e en ondelettes de
Haar, mais cette fois avec un calcul exact et analytique de la PDF des coefficients et donc des
seuils. C’est finalement cet algorithme que nous avons choisi pour notre proble`me. Sa description
de´taille´e fera l’objet de la prochaine partie.
La figure 3.6 illustre la restauration d’un signal par deux algorithmes de seuillage adapte´s au
processus de Poisson. Le premier a e´te´ de´veloppe´ par Starck & Bijaoui et utilise des ondelettes
B-splines et un algorithme-a`-trous. La PDF des coefficients associe´s au processus stationnaire
est approche´e. Le second est l’algorithme de Jammal & Bijaoui, utilisant l’ondelette de Haar,
l’algorithme de Coifman & Donoho et un calcul analytique de la PDF. Ces deux algorithmes sont
plus performants que le lissage adaptatif de la meˆme image (cf. fig 3.1), aussi bien en termes de
fide´lite´ des structures au mode`le que de rapport signal-sur-bruit global. On constate que le rapport
signal-sur-bruit est le´ge`rement supe´rieur (+0.5 dB) en utilisant le premier algorithme, parce que
l’ondelette B-spline est plus adapte´e a` la forme des structures de l’image que l’ondelette de Haar.
Par contre, cet algorithme introduit des artefacts dans la forme des structures quand le parame`tre
de Poisson est rapidement variable. Par exemple, les filaments superpose´s a` un fond uniforme de
l’image (3) sont restitue´s avec une texture qui ne correspond pas au mode`le. Ces artefacts sont
dus a` l’erreur d’estimation ite´rative du parame`tre de Poisson local, plus grande si la PDF des
coefficients associe´s au processus de Poisson stationnaire n’est pas calcule´e analytiquement.
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3.2.3 Comparaison des algorithmes.
Les caracte´ristiques ge´ne´rales des divers algorithmes que nous avons passe´s en revue sont
re´sume´es dans les tableaux 3.3 et 3.4. On y a compare´ les me´thodes d’estimation du bruit, les
natures ite´rative et redondante et le type des algorithmes respectifs. On a aussi mentionne´ les
algorithmes qui permettent d’estimer simultane´ment une densite´ locale et un fond a` plus grande
e´chelle. Ces derniers sont utiles dans le cas ou` l’on observe des sources e´tendues superpose´es a` un
fond non uniforme et non mode´lisable.
Si le nombre d’e´ve´nements est suffisant pour appliquer la transforme´e d’Anscombe (N > 10),
on pourra utiliser les algorithmes d’estimation dans le cas d’un bruit additif (cf. tableau 3.3 et
figure 3.5). On a vu que le filtrage de Wiener, de type bayesien, risque alors d’introduire des
textures et des artefacts si le processus s’e´carte trop de la stationnarite´. D’une manie`re ge´ne´rale,
on n’utilisera de me´thode bayesienne que si le mode`le de signal est adapte´. En l’absence d’a priori
sur le signal on pre´fe`rera les me´thodes de seuillage de la transforme´e en ondelettes qui sont robustes
et efficaces dans tous les cas.
Dans le cas d’un processus de Poisson impliquant un faible nombre d’e´ve´nements, on choisira
l’un des algorithmes du tableau 3.4. Ne disposant pas d’a priori sur la distribution du parame`tre
de Poisson on choisira un algorithme fre´quentiste. Parmi eux on e´cartera les algorithmes de lissage
et d’e´chantillonnage adaptatif qui ne proce`dent pas a` une analyse multie´chelle comple`te et ne sont
pas ite´ratifs. L’inte´reˆt du lissage adaptatif d’Ebeling et al. est la possibilite´ d’estimer le fond local.
Dans notre cas le fond est suppose´ connu et mode´lisable. Il sera donc soustrait apre`s le de´bruitage.
Les algorithmes les plus performants et les plus robustes sont encore les algorithmes de seuillage et
de filtrage de la transforme´e en ondelettes. L’algorithme de filtrage de Nowak & Baraniuk proce`de
a` un filtrage qui n’est qu’asymptotiquement optimal avec le nombre d’e´ve´nements, par ailleurs il
n’est pas ite´ratif. On lui pre´fe`rera donc l’un des deux algorithmes de seuillage adapte´s au bruit de
Poisson. Malgre´ les artefacts, –effets de bloc–, introduits par l’analyse on ondelettes de Haar, on
a finalement choisi l’algorithme de Jammal & Bijaoui, qui proce`de a` une estimation ite´rative du
parame`tre de Poisson local en utilisant la PDF exacte des coefficients associe´s a` un processus de
Poisson stationnaire.
3.3 Restauration d’image adapte´e aux processus de Poisson
a` faible statistique
Nous de´taillons ici un algorithme de restauration d’image adapte´ aux processus de Poisson
a` faible statistique, de´veloppe´ par Jammal & Bijaoui (2000) dans le cadre d’une application a`
l’imagerie gamma en me´decine. Dans cet algorithme, la de´tection des variations du parame`tre de
Poisson local du signal I(k,l) repose sur le seuillage de sa transforme´e en ondelettes de Haar. Cette
ondelette a e´te´ choisie parce qu’elle permet un calcul analytique de la densite´ de probabilite´ des
coefficients associe´s a` un processus de Poisson stationnaire local. Pour appliquer cet algorithme a`
l’astronomie X, nous avons choisi d’utiliser une transforme´e redondante et anisotrope, ainsi qu’une
reconstruction re´gularise´e dans le seul domaine non-significatif de la transforme´e.
3.3.1 Seuillage de la transforme´e.
Conside´rons une image I(k,l) re´sultant d’un processus de Poisson non stationnaire, le principe
de cet algorithme est d’isoler les re´gions de l’espace temps-fre´quence pour lesquelles on de´tecte
des variations du parame`tre de Poisson avec un niveau de confiance fixe´. Ces re´gions sont isole´es
en seuillant la transforme´e en ondelettes de l’image. Connaissant la densite´ de probabilite´ des
coefficients en ondelettes associe´s a` un processus de Poisson stationnaire local, on conside`re comme
significatif un coefficient en ondelettes dont la probabilite´ d’eˆtre associe´ a` un processus stationnaire
est infe´rieure au niveau de confiance.
La densite´ de probabilite´ des coefficients en ondelettes associe´s a` un processus de Poisson
stationnaire local, pw(w) peut s’exprimer par une se´rie d’autoconvolutions de l’histogramme de
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l’ondelette, Hψ(w) (cf. e´quation (3.6)). Sa transforme´e de Fourier φw(ν), aussi appele´e fonction
caracte´ristique, s’exprime plus simplement par une se´rie de produits (Jammal & Bijaoui, 1999):
φw(ν) = e
−λ
[
1 +
∞∑
n=1
Ĥψ
n
(ν)
λn
n!
]
= e−λeλ

Hψ(ν)
= eλ(

Hψ−1). (3.13)
Cette fonction a une expression analytique simple dans le cas d’une ondelette de Haar. En
effet, l’histogramme de l’ondelette de Haar s’e´crit:
Hψ(w) =
1
2
[δ(w − 1) + δ(w + 1)] , (3.14)
et sa transforme´e de Fourier:
Ĥψ(ν) =
1
2
∫ +∞
−∞
[δ(w − 1) + δ(w + 1)] e−i2piνwdw
=
1
2
[
ei2piν + e−i2piν
]
= cos(2piν). (3.15)
En inse´rant (3.15) dans (3.13), on en de´duit l’expression de la fonction caracte´ristique des coeffi-
cients en ondelettes de Haar associe´s a` un processus de Poisson stationnaire, φW(ν) = e
λ(cos(2piν)−1)
(Jammal & Bijaoui, 1999). Cette fonction e´tant pe´riodique, on peut la de´velopper en se´ries de Fou-
rier sur la base {e−i2piνn}n∈Z:
φw(ν) =
∞∑
n=−∞
< φw(ν),e
−i2piνn > e−i2piνn. (3.16)
Le produit scalaire < φw(ν),e
−i2piνn > se calcule sur [0,pi] pour des raisons de pe´riodicite´ et de
parite´:
< φw(ν),e
−i2piνn > =
1
pi
∫ pi
0
φw(ν)e
−i2piνndν
=
1
pi
∫ pi
0
φw(ν) cos(−2piνn)dν
=
1
pi
∫ pi
0
eλ(cos(2piν)−1) cos(2piνn)dν
= e−λIn(λ), (3.17)
ou` In(λ) est la fonction de Bessel modifie´e, In(z) =
1
pi
∫ pi
0
ezcosθcos(nθ)dθ. La densite´ de proba-
bilite´ des coefficients s’obtient finalement en calculant la transforme´e de Fourier inverse de φw(ν)
(Jammal & Bijaoui, 1999):
pw(w) =
∞∑
n=−∞
< φw(ν),e
−i2piνn > δ(w − n)
=
∞∑
n=−∞
e−λIn(λ)δ(w − n). (3.18)
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On remarque qu’il s’agit d’une densite´ discre´tise´e qui ne prend que des valeurs entie`res. Ce
re´sultat e´tait attendu parce que le filtrage d’un processus de Poisson par une transforme´e en
ondelette de Haar est une combinaison de sommes et de diffe´rences de valeurs entie`res. Etant
donne´ un parame`tre de Poisson local λ(k,l) et un niveau de confiance ², c’est cette densite´ de
probabilite´ qui permet d’e´tablir un crite`re de signification pour chaque e´le´ment de re´solution de
la transforme´e en ondelette du signal I(k,l) (cf. equation (3.12)). Le parame`tre de Poisson local
λ(k,l) e´tant a priori inconnu et meˆme recherche´, le processus de seuillage doit eˆtre inse´re´ dans un
algorithme ite´ratif et convergent, qui re´estime le parame`tre de Poisson a` chaque e´tape.
3.3.2 Algorithme de restauration.
L’algorithme de restauration de Jammal & Bijaoui est un algorithme ite´ratif, dans lequel le
parame`tre de Poisson local λ(k,l) est estime´ a` chaque e´tape a` partir de l’estimateur du signal Î(k,l).
La donne´e de ce parame`tre et d’un niveau de confiance ² permettent de seuiller les coefficients de
la transforme´e en ondelettes de Haar de l’estimateur, WI(s,k,l), en lui attribuant une distribution
de seuils de signification t(s,k,l) (cf. equation (3.12)). Notons que l’ensemble du processus de
restauration porte sur l’estimateur Î(k,l), ainsi que sa transforme´e en ondelettes et non sur le
signal bruite´ lui meˆme. L’accord entre les transforme´es en ondelettes du signal et de l’estimateur
est obtenu en contraignant les coefficients associe´s aux deux transforme´es, WI(s,k,l) et WI(s,k,l),
a` rester suffisamment proches de la transforme´e du signal dans le domaine significatif.
Si l’ondelette de Haar permet le calcul de la densite´ de probabilite´ des coefficients, elle est par
contre mal adapte´e a` l’analyse de signaux re´guliers parce qu’elle pre´sente de fortes discontinuite´s
et n’a qu’un seul moment nul. La reconstruction de l’estimateur Î(k,l) a` partir d’un seuillage tout
ou rien de la transforme´e ferait intervenir des artefacts caracte´ristiques de la forme de l’ondelette,
en l’espe`ce des effets de blocs. C’est pourquoi la reconstruction ite´rative de l’estimateur Î(k,l)
fait intervenir un seuillage re´gularise´ qui modifie les coefficients du domaine non-significatif pour
obtenir le signal le plus lisse possible parmi toutes les solutions.
Cet algorithme recherche donc l’estimateur optimal Î(k,l) de la distribution du parame`tre de
Poisson λ(k,l) compte-tenu, d’une part de l’estimation de λ(k,l) dans le domaine significatif et
d’autre part, d’une contrainte de re´gularisation dans le domaine non significatif.
Estimation locale dans le domaine significatif.
La transforme´e en ondelettes de l’estimateur Î(k,l) doit reposer sur des estimateurs locaux du
parame`tre de Poisson λ(k,l). Le nombre d’e´ve´nements observe´s dans un e´le´ment de re´solution (k,l)
associe´ au signal bruite´ est un estimateur non biaise´ du parame`tre de Poisson local λ(k,l) Le choix
des e´le´ments de re´solution intervenant dans cette estimation est en fait effectue´ par le seuillage
de la transforme´e en ondelettes du signal bruite´ I(k,l). Ainsi, on peut proce´der a` l’estimation
locale de λ(k,l) en introduisant les coefficients significatifs de la transforme´e en ondelettes du
signal bruite´ I(k,l) dans la transforme´e de l’estimateur Î(k,l). L’accord entre les transforme´es
WI(s,k,l) et W

I(s,k,l) dans le domaine significatif est la principale condition a` laquelle doit obe´ir
la transforme´e WI(s,k,l) parce que c’est la seule qui la lie au signal bruite´ observe´.
Cette condition s’imple´mente par un jeu de contraintes non line´aires dife´rencie´es entre les
coefficients des domaines significatif et non significatif de la transforme´e de l’estimateur Î(k,l).
Dans le domaine significatif, on force les valeurs des coefficients Ws
I
(s,k,l) a` eˆtre suffisamment
proches des valeurs des coefficents de la transforme´e du signal WsI (s,k,l). Les valeurs possibles
sont ainsi de´limite´es par un intervalle de tole´rance, [WsI − δt(s,k,l),WsI + δt(s,k,l)], centre´ sur les
valeurs des coefficients WsI (s,k,l) et dont la largeur est fonction du seuil de signification local
t(s,k,l) et du parame`tre δ ∈ [0,1]. On estime en effet que les valeurs des coefficients peuvent plus
ou moins varier en fonction de la fluctuation statistique locale attendue.
Ws
I
(s,k,l) =

WsI (s,k,l)− δt ∀{WsI (s,k,l) < −δt},
WsI (s,k,l) ∀{WsI (s,k,l) ∈ [WsI − δt,WsI + δt]},
WsI (s,k,l) + δt ∀{WsI (s,k,l) > δt}.
(3.19)
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Dans le domaine non significatif, on force les valeurs des coefficients a` eˆtre infe´rieures au seuil de
signification local, de sorte qu’aucune information artificielle ne soit introduite par la modification
de ces coefficients suppose´s non porteurs d’information:
Wns
I
(s,k,l) =

−t(s,k,l) ∀{Wns
I
(s,k,l) < −t(s,k,l)},
Wns
I
(s,k,l) ∀{Wns
I
(s,k,l) ∈ [−t(s,k,l),t(s,k,l)]},
t(s,k,l) ∀{Wns
I
(s,k,l) > t(s,k,l)}.
(3.20)
Reconstruction re´gularise´e dans le domaine non significatif.
L’attribution d’une valeur aux coefficients non-significatifs est un proble`me mal pose´ qui
pre´sente une infinite´ de solutions. Pour rendre le proble`me de´terministe, on peut introduire une
information a priori sur l’e´tat de la solution retenue. La solution choisie pour cet algorithme d’ima-
gerie me´dicale est celle qui rend l’estimateur Î(k,l) et ses approximations successives FI(s,k,l) les
plus lisses possibles. Ce choix convient aussi parfaitement a` l’imagerie du plasma intra-amas qui
est un milieu continu sans discontinuite´s trop fortes. Il serait par exemple inadapte´ a` l’imagerie
plane´taire. Chaque approximation doit ainsi subir une contrainte de Tikhonov (1963), qui minimise
la norme de son gradient en tout point du plan (k,l):
∂
∂FI(s,k,l)
[∥∥∥∥ ∂∂kFI(s,k,l)
∥∥∥∥2 + ∥∥∥∥ ∂∂lFI(s,k,l)
∥∥∥∥2
]
= 0. (3.21)
On de´duit de la de´rivation de (3.21) qu’une condition suffisante pour que l’approximation
FI(s,k,l) obe´isse a` la contrainte de Tikhonov est que son laplacien s’annule en tout point du plan
(k,l):
∂
∂FI(s,k,l)
[(
∂FI(s,k,l)
∂k
)2
+
(
∂FI(s,k,l)
∂l
)2]
= 0,[
∂
∂k
∂FI(s,k,l)
∂k
+
∂
∂l
∂FI(s,k,l)
∂l
]
= 0,
L2F

I(s,k,l) = 0. (3.22)
L’approximation FI qui ve´rifie (3.22) peut alors eˆtre recherche´e en utilisant un algorithme
ite´ratif de type Van-Cittert (1931):
F
(n+1)

I
(s,k,l) = F
(n)

I
(s,k,l)− βL2(s)F(n)I (s,k,l). (3.23)
Enfin pour ramener la contrainte de re´gularisation dans l’espace des ondelettes, on peut appli-
quer a` (3.23) les ope´rateurs d’analyse Gh,j , Gv,j et Gd,j (cf. (2.49)) associe´s a` un algorithme de
filtrage de type multire´solution ou algorithme a` trous:
W
h,F
(n+1)

I
(s,k,l) = W
F
(n)

I
(s,k,l)− βW
L2F
(n)

I
(s,k,l)
W
v,F
(n+1)

I
(s,k,l) = W
F
(n)

I
(s,k,l)− βW
L2F
(n)

I
(s,k,l)
W
d,F
(n+1)

I
(s,k,l) = W
F
(n)

I
(s,k,l)− βW
L2F
(n)

I
(s,k,l)
. (3.24)
(3.25)
La contrainte de Tikhonov sur les approximations se rame`ne ainsi a` un algorithme ite´ratif
impliquant les coefficients en ondelettes associe´s d’une part a` ces approximations, FI(s,k,l), d’autre
part a` la distribution de leurs laplaciens L2F

I(s,k,l).
La condition de minimisation du gradient (3.21) tend a` rendre les approximations FI(s,k,l)
et le signal Î(s,k,l) uniformes. Elle doit donc eˆtre couple´e aux contraintes non line´aires (3.19) et
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(3.20) pour que le choix de la solution la plus lisse possible s’ope`re parmi les fonctions qui sont
en accord avec la transforme´ en ondelettes seuille´e du signal brut. L’algorithme de Van-Cittert va
permettre d’imple´menter ce couplage en synthe´tisant ite´rativement de nouvelles approximations
FI(s,k,l) a` partir de coefficients obe´issant a` la fois a` la contrainte de Tikhonov et aux contraintes
non line´aires (3.19) et (3.20).
3.3.3 Construction de l’algorithme
Diagramme de construction
Le principe de l’algorithme de Jammal & Bijaoui est de construire ite´rativement les trans-
forme´es en ondelettes de l’estimateur Î(n)(k,l) en tenant compte des contraintes de seuillage et de
re´gularisation des coefficients. Le calcul de la transforme´e en ondelettes de Haar est imple´mentable
selon l’algorithme multire´solution ou l’algorithme de Coifman & Donoho. La construction de l’al-
gorithme est re´sume´e dans le diagramme 3.8. La premie`re e´tape est le calcul des coefficients de
la transforme´e en ondelettes du signal bruite´ I(k,l) ([1] et [2]). Cette de´composition est effectue´e
de la plus haute a` la plus basse re´solution par applications successives des ope´rateurs d’analyse,
Hj , Gh,j , Gv,j et Gd,j (cf. e´quation (2.49)). Les e´tapes suivantes sont les constructions ite´ratives
des estimateurs Î(i)(k,l). Chaque estimateur est construit avec sa transforme´e en ondelettes, de
manie`re ascendante de la plus basse re´solution a` la re´solution du signal ([3]). A partir du dernier
lisse´ associe´ a` l’estimateur obtenu a` l’ite´ration pre´ce´dente, Î(i−1)(k,l), les coefficients WI(s,k,l) et si-
gnaux d’approximation FI(k,l) sont obtenus par des reconstructions successives ve´rifiant l’e´quation
de synthe`se des algorithmes de filtrage ([8], cf. 2.50). Pour que cette construction s’effectue en
appliquant les contraintes de seuillage et de re´gularisation, une deuxie`me ite´ration de type Van
Cittert est imple´mente´e a` chaque e´chelle ([10] et [11]) et pour chaque construction d’estima-
teur. La convergence de ces deux ite´rations emboˆıte´es est controˆle´e par deux crite`res d’arreˆt,
‖W (n)
I(s,k,l)
−W (n+1)
I(s,k,l)
‖ < ²W et ‖̂I(i)(k,l)− Î(i+1)(k,l)‖ < ²I .
Notons finalement que c’est la construction ite´rative de l’estimateur Î(n)(k,l) qui a permis de
mode´liser a` chaque e´tape la distribution des coefficients associe´s a` un bruit de Poisson stationnaire
([4]) et de de´finir une distribution de seuils de signification ([5]). La comparaison de ces seuils
aux coefficients de la transforme´e en ondelettes du signal bruite´ a alors permis de de´finir des
masques de´limitant le domaine significatif ([8]) et d’appliquer les contraintes de seuillage et de
re´gularisation. Pour ²W = 10.
−3 et ²F = 10.−5, une vingtaine d’ite´rations est ne´cessaire a` chaque
e´chelle pour le calcul des coefficients, tandis que l’estimateur Î(i)(k,l) est ge´ne´ralement obtenu en
quatre ite´rations. L’inte´reˆt des diffe´rentes e´tapes de l’algorithme est illustre´ par la figure 3.7 ou` l’on
a repre´sente´ le signal Î(s,k,l), reconstruit a` partir des transforme´es en ondelettes WI(s,k,l) obtenues
successivement apre`s le premier seuillage des coefficients, apre`s la premie`re re´gularisation et apre`s
quatre ite´rations. Les artefacts apparaissant clairement apre`s le premier seuillage sont atte´nue´s
par la re´gularisation. L’image obtenue apre`s une ite´ration pre´sente des structures inexistantes dans
l’image de de´part parce qu’elle a e´te´ obtenue a` partir de la transforme´e en ondelettes seuille´e de
l’image bruite´e. Apre`s quatre ite´rations, ces structures sont fortement atte´nue´es.
Imple´mentation de l’algorithme de Coifman & Donoho
Pour appliquer cet algorithme a` l’imagerie du plasma intra-amas, nous avons choisi de calculer
les coefficients en ondelettes en utilisant l’algorithme de Coifman & Donoho. En effet, la redondance
introduite par cet algorithme permet de minimiser le risque de seuillage en moyennant les artefacts
de phases distinctes. Elle permet aussi de mieux corre´ler la transforme´e en ondelettes avec le signal
en compensant le faible nombre d’e´chantillons de l’ondelette de Haar. Selon cet algorithme, le
calcul de la transforme´e en ondelettes du signal bruite´ I(k,l) est effectue´ par des combinaisons
de convolutions horizontales et verticales par les filtres sure´chantillonne´s h¯j et g¯j . Ces filtres
sont obtenus en inse´rant 2j−1 ze´ros entre les deux e´chantillons des filtres de re´fe´rence passe-bas,
h = [1,1] et passe-haut, g = [1,− 1] associe´s a` l’ondelette de Haar (cf. (2.54)). L’analyse de base a`
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Fig. 3.7 – De´bruitage d’une re´alisation d’un processus de Poisson par l’algorithme de Jammal
& Bijaoui. (1) Parame`tre de Poisson. (2) Premier seuillage des coeficients en ondelettes. (3)
Premie`re re´gularisation. (4) Image finale apre`s quatre ite´rations.
la re´solution 20 peut se re´e´crire comme quatre filtrages a` deux dimensions associe´s respectivement
aux ope´rateurs d’analyse H0, Gh,0, Gv,0 et Gd,0:
h¯0h¯0 =
[
1 1
1 1
]
, h¯0g¯0 =
[−1 1
−1 1
]
, g¯0h¯0 =
[
1 −1
1 −1
]
, g¯0g¯0 =
[
1 −1
−1 1
]
. (3.26)
Les ope´rateurs d’analyse Hj , Gh,j , Gv,j et Gd,j associe´s aux re´solutions suivantes correspondent
a` quatre filtrages obtenus en inse´rant 2j−1 ze´ros aux filtres (3.26).
De meˆme la construction de la transforme´e en ondelettes de l’estimateur Î(n)(k,l) fait intervenir
les ope´rateurs de synthe`se H˜n, G˜h,n, G˜v,n et G˜d,n, qui correspondent a` des convolutions par les
combinaisons de filtres sure´chantillonne´s hj , gj , filtres miroirs de h¯j et g¯j . La synthe`se de base a`
la re´solution 20 fait intervenir les ope´rateurs H˜0, G˜h,0, G˜v,0 et G˜d,0, correspondant aux filtrages
suivants:
h¯0h¯0 =
[
1 1
1 1
]
, h¯0g¯0 =
[
1 −1
1 −1
]
, g¯0h¯0 =
[−1 1
−1 1
]
, g¯0g¯0 =
[
1 −1
−1 1
]
. (3.27)
Notons enfin que l’ope´rateur laplacien de l’e´quation (3.25) correspond lui aussi a` un filtrage
sure´chantillonne´ et se´parable sur les deux axes. Le filtre associe´ correspond a` une double convo-
lution par le filtre gradient, d = [−1,1] ou encore a` une convolution par le filtre laplacien,
l2 = [−1,2,− 1]. Le filtrage de base a` deux dimensions est de la forme suivante:
l2l2(0) =
 0 −1 0−1 4 −1
0 −1 0
 . (3.28)
Restriction de la contrainte de re´gularisation.
Une modification mineure a e´te´ apporte´e a` l’algorithme de Jammal & Bijaoui pour cette
application astrophysique. Nous avons constate´ que l’application de la contrainte de re´gularisation
a` l’ensemble des coefficients de la transforme´e faisait baisser de manie`re syste´matique l’amplitude
des coefficients significatifs dans la limite des contraintes non-line´aires. En effet, la condition de
minimisation du gradient (3.21) tend a` rendre les approximations FI(s,k,l) et le signal Î(s,k,l)
uniformes. Comme les coefficients non-significatifs sont contraints a` rester infe´rieurs au seuil de
signification, la discontinuite´ entre domaine significatif et non significatif est re´duite en baissant
syste´matiquement l’amplitude des coefficients significatifs. Nous avons de´cide´ de supprimer cette
erreur syte´matique en limitant la contrainte de re´gularisation aux seuls coefficients non significatifs.
En fait, si cette condition n’avait pas e´te´ imple´mente´e par de´faut, c’est que la re´gularisation globale
pre´sentait l’avantage de rendre la solution re´gulie`re sur tout le plan (k,l). En imagerie me´dicale,
cet algorithme cherchait a` restituer un signal constitue´ alternativement de creux et de bosses.
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La modification d’amplitude des coefficients influait peu sur le flux total de l’image, que l’on ne
cherchait par ailleurs pas a` restituer de manie`re optimale. Pour le plasma intra-amas, le signal est
principalement constitue´ d’une source e´tendue qui constitue une structure positive. La re´duction
syste´matique de l’amplitude des coefficients significatifs se traduit par une erreur syste´matique
sur le flux total de l’image, qui est alors sous-e´value´. La connaissance du flux de l’image est cette
fois primordiale puisque c’est ce parame`tre qui permet de quantifier l’e´misivite´ du plasma et d’en
de´duire ensuite d’autres proprie´te´s comme la masse.
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Fig. 3.8 – Algorithme de Jammal & Bijaoui. [1] Image initiale. [2] Calcul de la transforme´e en
ondelettes de l’image initiale. [3] Reconstruction du premier estimateur. [4] Calcul des densite´s de
probabilite´s des coefficients associe´s a` un processus de Poisson uniforme. [5] Attribution des seuils
de signification. [6] Crite`re de convergence sur le calcul ite´ratif des estimateurs. [7] Initialisation
des coefficients. [8] De´termination des masques boole´ens de´finissant le domaine significatif. [9]
Reconstruction ite´rative des approximations. [10] Contrainte de re´gularisation. [11] Contraintes
non-line´aires sur les coefficients significatifs et non significatifs. [12] Crite`re de convergence sur le
calcul ite´ratif des coefficients. [13] Estimateur final.
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Chapitre 4
Spectro-imagerie X applique´e a`
l’e´tude des proprie´te´s du plasma
intra-amas.
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4.1 Les observables: les parame`tres physiques du milieu
intra-amas.
Dans le chapitre pre´ce´dent, nous avons e´tudie´ la distribution d’e´missivite´ du plasma intra-
amas en conside´rant la distribution spatiale des e´ve´nements (k,l,e) comme la re´alisation d’un
processus de Poisson. L’information spectrale contenue dans ces e´ve´nements nous permet d’acce´der
a` d’autres parame`tres physiques du plasma comme la tempe´rature, l’entropie, la pression ou la
me´tallicite´. C’est pour estimer de manie`re optimale la distribution spatiale de ces parame`tres que
nous avons construit un algorithme de spectro-imagerie. Notre algorithme a e´te´ de´veloppe´ pour
cartographier simultane´ment les distributions de tempe´rature et d’e´missivite´ du plasma intra-
amas. Nous verrons que les distributions d’entropie et de pression du gaz qui de´pendent de ces
deux parame`tres peuvent facilement en eˆtre de´duites. La me´tallicite´ est par contre un parame`tre
inde´pendant de la tempe´rature et ne´cessitera des de´veloppements ulte´rieurs.
Pour estimer la distribution d’e´missivite´, nous avions choisi d’utiliser une approche fre´quentiste
base´e sur le seuillage de la transforme´e en ondelettes. Rappelons que l’approche fre´quentiste a e´te´
pre´fe´re´e a` l’approche bayesienne parce qu’elle est plus robuste en l’absence d’information pre´alable
sur la distribution de probabilite´ du signal estime´. En outre, le seuillage de la transforme´e en
ondelettes a permis de construire l’estimateur du parame`tre de Poisson en mettant en e´vidence
ses variations spatiales. Le proble`me se pose de manie`re assez similaire pour la construction d’un
algorithme de spectro-imagerie, ou` l’on cherche cette fois a` estimer la distribution spatiale d’un
parame`tre θ ou d’un vecteur de parame`tres θ. En effet, deux raisons rendent difficile la mode´lisation
a priori de la distribution de probabilite´ du signal estime´, et conduisent une fois encore a` privile´gier
l’approche fre´quentiste. D’une part, la connaissance en ce domaine est tre`s re´cente, par exemple
pour la distribution en tempe´rature ce sont les satellites X de dernie`re ge´ne´ration (Chandra,
XMM-Newton) qui ont permis de mettre en e´vidence des structures associe´es a` des phe´nome`nes
inattendus auparavant, comme les fronts froids. D’autre part la varie´te´ de ces structures, comme
les coeurs froids, les fronts froids, les courants de refroidissement ou les ondes de choc, les rend
plus difficiles a` mode´liser a priori que la distribution d’e´missivite´, qui est toujours continue et assez
lisse.
Toutes ces raisons nous ont naturellement conduit a` construire un algorithme fre´quentiste de
spectro-imagerie multie´chelle, utilisant la transforme´e en ondelettes du parame`tre recherche´ θ ou
du vecteur de parame`tres θ. Dans cet algorithme, les parame`tres θ sont estime´s localement dans
diffe´rents e´le´ments de re´solution de l’espace spatio-fre´quentiel, puis leurs variations sont code´es par
des coefficients en ondelettes. La distribution spatiale optimale des parame`tres θ(k,l) est obtenue a`
partir de leurs variations spatiales significatives en seuillant leur transforme´e en ondelettes. Dans
une premie`re partie, on e´tudiera la contruction de l’estimateur local θ̂ des parame`tres θ, puis
dans la partie suivante, on de´crira l’algorithme multie´chelle qui permet d’analyser les variations
spatiales de ces parame`tres.
4.2 L’estimateur local θ̂ et la spectroscopie X.
Cette section est consacre´e a` la construction d’un estimateur local θ̂ des parame`tres θ du milieu
intra-amas en ge´ne´ral et en particulier de sa tempe´rature. Dans une premie`re partie, nous montre-
rons qu’en constituant une statistique approprie´e, T, il est posssible de construire un estimateur
optimal de variance minimale, puis nous de´crirons la me´thode du maximum de vraisemblance qui
en de´coule. Nous discuterons ensuite des avantages et inconve´nients de cette me´thode par rapport
a` l’estimateur des moindres carre´s couramment utilise´ en astronomie X. Nous discuterons alors de
l’inte´reˆt d’augmenter la re´solution spectrale pour l’estimation a` travers l’exemple de la technique
du rapport de durete´. Finalement nous de´taillerons la construction de l’estimateur de tempe´rature
du milieu intra-amas que nous avons imple´mente´ dans l’algorithme de spectro-imagerie pre´sente´
dans l’article du chapitre 4.4.
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4.2.1 Estimateurs de variance minimum limite (MVB) et borne de Rao-
Cramer.
Estimation a` un parame`tre
Nous avons vu que l’e´missivite´ du plasma intra-amas est mode´lisable par un mode`le d’e´mission
F(k,l,e) (cf. e´quation (1.2)). Pour construire un estimateur local fre´quentiste du parame`tre θ,
on utilisera un mode`le d’e´mission local p(e,θ) ≡ F(e,θ) et on cherchera a` lui ajuster une liste
d’e´ve´nements d’e´nergie e. Pour cela, on pourra associer a` chaque e´ve´nement une ponde´ration h(ei)
et constituer une statistique a` partir de l’ensemble des ponde´rations. La moyenne arithme´tique
des ponde´rations constitue par exemple une statistique simple. Nous allons montrer que le choix
d’une statistique particulie`re permet de construire un estimateur optimal, de variance minimale.
Supposons que K e´ve´nements aient e´te´ observe´s et que l’axe des e´nergies soit e´chantillonne´ en
N canaux, la moyenne arithme´tique T s’exprime en fonction des In e´ve´nements observe´s par canal
(Bijaoui, 1984):
T =
N∑
n=1
In∑
i=1
hn(ei)
K
. (4.1)
Comme l’observation d’un e´ve´nement ei dans le canal n de largeur ∆E et d’e´nergie En est
la re´alisation d’un processus de Bernoulli de probabilite´, pn(e,θ) =
∫ En+∆E/2
En−∆E/2 p(e,θ)de, on peut
exprimer l’espe´rance de T par:
E(T) =
N∑
n=1
E
[
In∑
i=1
hn(ei)
K
]
,
=
N∑
n=1
In
∫
pn(e,θ)hn(e)
de
K
. (4.2)
Comme toutes les inte´grales associe´es aux diffe´rents canaux sont identiques et compte-tenu
de la condition de normalisation,
∑N
n=1 In = K, cette expression se rame`ne a` l’espe´rance de la
fonction h (Bijaoui, 1984):
E(T) = g(θ) =
∫
p(e,θ)h(e)de. (4.3)
Par ailleurs, la variance de la statistique T s’exprime comme la somme des variances des esti-
mateurs associe´es aux diffe´rents canaux, conside´re´es comme des variables ale´atoires inde´pendantes
(Bijaoui, 1984):
σ2(T) =
N∑
n=1
σ2
(
In∑
i=1
hn(ei)
K
)
,
=
N∑
n=1
In
[∫
p(e)
(
hn(e)
K
)2
de−
(∫
p(e)
hn(e)
K
de
)2]
,
=
1
K
[∫
p(e,θ)h(e)2de−
(∫
p(e,θ)h(e)de
)2]
. (4.4)
Pour constituer un estimateur θ̂ du parame`tre θ, on peut comparer la statistique T et son
espe´rance E(T) = g(θ), et chercher la valeur de θ telle que T = g(θ). Ainsi la fonction I inverse
de g constitue un estimateur de θ: θ̂ = I(T). Le changement de variable T = g(θ) permet alors
d’approcher au premier ordre la variance du parame`tre θ estime´ par θ̂ (Bijaoui, 1984):
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σ2(θ) ' σ2(T)
[
∂θ
∂g
]2
' 1
K
∫
ph2de− (∫ phde)2∣∣∣∫ ∂p∂θhdx∣∣∣2 . (4.5)
Nous allons a` pre´sent montrer que le choix de la fonction h(e) = ∂logp∂θ =
1
p
∂p
∂θ simplifie l’expres-
sion (4.5) et minimise la variance approche´e de l’estimateur θ̂. Pour cela, calculons tout d’abord
pour ce choix, les deux inte´grales intervenant dans les termes du nume´rateur de (4.5):∫
phde =
∫ [
1
p
∂p
∂θ
]
pde =
∂
∂θ
∫
pde = 0, (4.6)
∫
ph2de =
∫
p
[
1
p
∂p
∂θ
]2
pde =
∫
1
p
[
∂p
∂θ
]2
de, (4.7)
et introduisons-les dans (4.5):
σ2(θ) =
1
K
∫ [ ∂p∂θ ]2
p de
. (4.8)
Ce choix minimise la variance approche´e de l’estimateur θ̂, en effet la fonction h(e) = ∂ log p∂θ
annule la de´rive´e ∂σ
2
∂h :
∂σ2
∂h
=
∫ −2∂p∂θde
K
[∫
∂p
∂θhde
]2 = −∂

pde
∂θ
K
[∫
∂p
∂θhde
]2 = 0. (4.9)
Cette variance (4.8) peut se re´e´crire en fonction du nombre d’e´ve´nements K et de l’information
de Fisher F associe´e a` la densite´ de probabilite´ p(e,θ):
F =
∫ [ ∂p
∂θ
]2
p
de, (4.10)
σ2(θ) =
1
KF
. (4.11)
L’estimateur θ̂ = I [g(θ)] construit en utilisant la statistique T de´finie selon (4.1) avec la
fonction h(e) = ∂ log p∂θ constitue donc l’estimateur du parame`tre θ dont la variance est minimale.
Cette variance de´croˆıt avec le nombre d’e´ve´nements K disponibles et de´pend de l’information de
Fisher F apporte´e par chaque e´ve´nement pour l’estimation. La construction de cet estimateur
repose sur l’inversion de l’e´quation T = g(θ), qui n’a de solution unique que si la statistique T
est exhaustive, c’est-a`-dire construite avec des fonctions h ne de´pendant pas explicitement du
parame`tre θ. Dans le cas contraire, la multiplicite´ des solutions conduit a` estimer le parame`tre θ
en utilisant un ensemble d’estimateurs de variance minimale, du type
{
θ̂(θo)
}
= {I [g(θ,θo)]} dont
la variance totale est ne´cessairement supe´rieure a` celle de l’estimateur unique θ̂ construit avec
une statistique exhaustive. La variance (4.11) constitue donc une limite infe´rieure a` la variance
des estimateurs du parame`tre θ, elle est appele´e borne de Rao-Cramer. Un estimateur construit
avec une statistique exhaustive du type (4.1) avec h(e) = ∂ log p∂θ atteint cette borne, il est appele´
estimateur de variance minimum limite (MVB). Notons enfin que d’apre`s (4.6), les statistiques du
type (4.1), qu’elles soient exhaustives ou non, ont une espe´rance nulle.
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Estimation a` plusieurs parame`tres.
Pour estimer simultane´ment les p parame`tres du vecteur θ, on peut construire un p-estimateur
de variance minimale en constituant une p-statistique T dont chaque composante Tq est une
statistique de variance minimale du type (4.1):
Tq =
N∑
n=1
In∑
i=1
hq(ei), (4.12)
avec hq(e) =
∂ log p
∂θq
. L’espe´rance et la variance de Tq s’expriment par:
E(Tq) = gq(θ) =
∫ (
∂ log p
∂θq
)
p(e,θ)de, (4.13)
σ2(Tq) =
1
K
∫ (
∂ log p
∂θq
)2
p(e,θ)de. (4.14)
L’estimateur MVB du vecteur de parame`tres θ est obtenu en inversant le syste`me de p e´quations
a` p inconnues {Tq = gq(θ)}q∈[1,p].
Comme pour l’estimateur a` un parame`tre, la variance de la statistique Tq s’exprime en fonction
des covariances du parame`tre θq avec les autres parame`tres, a` partir du changement de variables
Tq = gq(θ) (Bijaoui, 1984):
σ2(Tq) =
p∑
m=1
[
∂gq
∂θm
] [
∂gq
∂θq
]
cov [θm,θq]
=
p∑
m=1
[∫
∂p
∂θm
(
∂ log p
∂θq
)
de
] [∫ (
∂ log p
∂θq
)2
pde
]
cov [θm,θq]
=
[∫ (
∂ log p
∂θq
)2
pde
]
p∑
m=1
[∫ (
∂ log p
∂θm
)(
∂ log p
∂θq
)
pde
]
cov [θm,θq] (4.15)
De (4.14) et (4.15) on de´duit:
p∑
m=1
[∫ (
∂ log p
∂θm
)(
∂ log p
∂θq
)
pde
]
cov [θm,θq] =
1
K
. (4.16)
On de´finit une matrice d’information de Fisher associe´e a` l’estimation des p parame`tres par la
statistique T , son terme ge´ne´ral s’exprime par:
Fm,n =
∫ (
∂ log p
∂θm
)(
∂ log p
∂θq
)
pde. (4.17)
Les p changements de variables {Tq = gq(θ)}q∈[1,p] conduisent a` un syste`me de p e´quations du
type (4.16) qui peut se re´e´crire sous forme matricielle:
FV =
1
K
, (4.18)
ou` V est la matrice des variances-covariances des parame`tres θq. Elle s’exprime finalement en
inversant la matrice de Fisher:
V(θ) =
1
K
[F]−1. (4.19)
Enfin la variance associe´e a` l’estimation des parame`tres θq est de´duite des termes diagonaux
de V:
σ2(θq) = Vq,q(θ). (4.20)
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4.2.2 Fonction de vraisemblance.
La fonction de vraisemblance, conside´re´e comme une fonction du vecteur de parame`tres θ, est
maximale pour la re´alisation la plus probable de l’e´chantillon d’e´ve´nements ei:
L(e1, . . . ,en,θ) =
N∏
n=1
In∏
i=1
pn(ei,θ) (4.21)
L’expression (4.12) de la statistique Tq construite avec h(e) =
∂ log p
∂θq
peut se re´e´crire en intro-
duisant la de´rive´e logarithmique de la fonction de vraisemblance L(ei,θ):
∂logL
∂θp
=
N∑
n=1
In∑
i=1
∂ log pn(ei,θ)
∂θq
= KTq. (4.22)
Par ailleurs le terme ge´ne´ral de la matrice de Fisher Fq,m peut-eˆtre re´e´crit en utilisant la
fonction de vraisemblance. Pour cela exprimons la tout d’abord en fonction de la de´rive´e de la
fonction h:
Fq,m = E
[(
∂logp
∂θq
)(
∂logp
∂θm
)]
=
∫ [
1
p
∂p
∂θq
] [
1
p
∂p
∂θm
]
pde
=
∫
∂p
∂θq
[
1
p
∂p
∂θm
]
de
=
∫
∂p
∂θq
[
∂logp
∂θm
]
de
=
∫ [
∂
∂θq
(
∂logp
∂θm
p
)
−
(
∂2logp
∂θq∂θm
p
)]
de
=
∫
∂
∂θq
[
∂p
∂θm
]
de−
∫ [
∂2logp
∂θq∂θm
]
pde
=
∂2
∂θq∂θm
∫
pde−
∫ [
∂2logp
∂θq∂θm
]
pde
= −
∫ [
∂2logp
∂θq∂θm
]
pde
= −E
(
∂2logp
∂θq∂θm
)
, (4.23)
.. puis de´rivons (4.22) et calculons son espe´rance:
E
(
∂2logL
∂θq∂θm
)
=
In∑
i=1
In∑
i=1
E
[
∂2 log pn(ei,θq)
∂θq∂θm
]
= −
In∑
i=1
In∑
i=1
Fq,m (4.24)
Cette expression traduit l’additivite´ des informations de Fisher associe´es a` chaque e´ve´nement
du K-e´chantillon {ei}. La fonction de vraisemblance est une fonction du K-e´chantillon qui permet
aussi de de´finir une matrice d’information de Fisher FK,q,m associe´e au K-e´chantillon:
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FK,q,m = KFq,m = −E
(
∂2logL
∂θk∂θm
)
. (4.25)
4.2.3 Me´thode du maximum de vraisemblance.
La recherche d’un estimateur optimal du vecteur de parame`tres θ̂ nous a conduit en 4.2.1, a`
construire les statistiques Tq associe´es aux fonctions hq(e) =
∂ log p
∂θq
. Cet estimateur a e´te´ obtenu
en inversant le syste`me d’e´quations Tq = gq(θ). Puisque l’on a vu que chaque statistique Tq ainsi
construite a une espe´rance nulle, gq(θ) = 0, le syste`me d’e´quations {Tq = 0}q∈[1,p] constitue lui-
meˆme un estimateur implicite du vecteur de parame`tres θ. Les statistiques Tq, qui de´pendent de
la densite´ de probabilite´ p(e,θ) sont alors conside´re´es comme des fonctions des parame`tres θq et
on proce`de a` l’estimation en recherchant les parame`tres θq qui ve´rifient T(θq) = 0, soit, d’apre`s
(4.21): {
∂logL
∂θq
}
p∈[1,n]
= 0. (4.26)
Le vecteur de parame`tres θ est ainsi obtenu pour une valeur θo qui constitue un extreˆmum
de la fonction de vraisemblance. Si la statistique est exhaustive cette estimation est e´quivalente
a` la re´solution du syste`me {Tq = gq(θ)} et la variance du vecteur θ atteint la borne de Rao-
Cramer. D’apre`s (4.25) on peut alors re´e´crire (4.19) en utilisant la matrice [FK], et exprimer la
variance associe´e a` l’estimation des parame`tres θq en fonction des termes diagonaux de la matrice
de variances-covariances V telle que:
V(θ) = [FK]
−1 (4.27)
Une conse´quence de cette se´rie d’e´galite´s est que l’espe´rance du Hessien de la fonction de
vraisemblance est ne´gative en θ = θo et que l’extreˆmum recherche´ doit eˆtre un maximum. La
me´thode du maximum de vraisemblance consiste a` rechercher le vecteur de parame`tres θo qui
maximise L(θ). Cette me´thode fournit un estimateur MVB si la statistique T est exhaustive et
si l’estimateur MVB existe. Si l’estimateur est MVB, la variance des parame`tres θq est obtenue
d’apre`s (4.27) en inversant le Hessien de la fonction de vraisemblance. Dans le cas ge´ne´ral ou` la
statistique T n’est pas exhaustive, on montre que l’estimateur du maximum de vraisemblance est
asymptotiquement MVB. En effet si la taille de l’e´chantillon est suffisante la de´pendance en θq
des statistiques Tq est faible dans l’intervalle de confiance
[
θo,p − σ2q ,θo,p + σ2q
]
et les statistiques
Tq peuvent eˆtre conside´re´es comme localement exhaustives.
Il faut alors proce´der a` des tests nume´riques pour connaˆıtre le comportement asymptotique
de l’estimateur et savoir a` partir de quelle taille de l’e´chantillon on peut le conside´rer comme un
estimateur MVB dont les variances σ2q atteignent la borne de Rao-Cramer (4.27).
4.2.4 Estimateur du maximum de vraisemblance et me´thode des moindres
carre´s.
Un estimateur couramment utilise´ en spectroscopie X est la me´thode des moindres carre´s.
Cet estimateur est e´quivalent a` l’estimateur du maximum de vraisemblance dans la limite ou`
la statistique est suffisante pour que le spectre d’e´mission F(k,l,e) soit mode´lisable par une loi
normale dans chaque canal.
Le comptage de photons dans chaque canal n constitue en effet un processus de Bernoulli
associe´ a` une variable ale´atoire binomiale B(K,pi). Or le the´rore`me de Moivre-Laplace montre
qu’une suite de variables ale´atoires binomiales de ce type tend vers la loi de Laplace-Gauss de
moyenne µn = Kpi et de variance σn =
√
Kpi(1− pi). Si cette limite s’applique, la re´alisation
de la variable ale´atoire de Laplace-Gauss, In, associe´e au nombre de photons par canal constitue
une observable et la fonction de vraisemblance peut s’e´crire en utilisant une nouvelle statistique
construite seulement sur un n-e´chantillon au lieu du K-e´chantillon conside´re´ jusqu’ici:
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log L =
N∑
i=1
log
[
1
σn
√
2pi
e
[In−Kpi(θ)]
2
2σn2
]
= −1
2
∑
log
[
2piσ2n
]− N∑
n=1
[In −Kpi(θ)]2
2σn2
. (4.28)
Dans cette expression, le premier terme est inde´pendant du vecteur de parame`tres θ, la maxi-
misation de log L revient donc a` minimiser le terme:
S(θ) =
N∑
n=1
[In −Kpi(θ)]2
2σn2
. (4.29)
Cette minimisation constitue la me´thode des moindres carre´s ponde´re´s. On montre que les ex-
pressions S(θk) suivent une loi du χ
2 a` (n− p) degre´s de liberte´s, p e´tant la dimension du vecteur
de parame`tres θ. Cette proprie´te´ permet d’associer a` l’estimateur des moindres carre´s applique´ a`
la re´alisation d’une combinaison de lois normales, un intervalle de confiance inde´pendant de la loi
pi(θ). On peut ainsi aise´ment imple´menter un algorithme unique d’estimation des parame`tres as-
socie´es a` diffe´rentes lois interchangeables du type F(k,l,e). C’est pour cette raison que l’estimateur
des moindres carre´s est largement utilise´.
4.2.5 Le rapport de durete´.
Principe
La technique du rapport de durete´ est largement utilise´e en astronomie X pour construire un
estimateur local de tempe´rature. On de´finit ainsi deux canaux d’energie appele´s bandes dure et
molle qui se´parent la liste d’e´ve´nements (k,l,e) en deux listes, respectivement de haute et de basse
e´nergie. Si K photons sont observe´s, le nombre de photons observe´s dans la bande dure suit une
loi de probabilite´ de Bernoulli B(K,pH), d’espe´rance KpH ou` pH est la densite´ de probabilite´
associe´e a` la bande dure. Le rapport du nombre de photons observe´s dans la bande dure NH sur
le nombre de photons total K constitue donc un estimateur de la tempe´rature, il est obtenu avec
le “rapport de durete´”:
hr =
NH −NS
NH +NS
, (4.30)
ou` NH est le nombre de photons observe´s dans la bande dure et NS le nombre de photons
observe´s dans la bande molle. L’espe´rance de ce rapport s’exprime en fonction de la densite´ de
probabilite´ pH associe´e a` la bande dure:
E(hr) =
KpH − (1− pH)K
KpH + (1− pH)K
= 2pH − 1. (4.31)
La figure 4.1 est une carte de rapport de durete´ de l’amas de galaxies A3921 obtenue avec les
came´ras MOS. Le rapport de durete´ a e´te´ calcule´ entre les distributions d’e´missivite´ dans les bandes
molles (0.3-1.4 keV) et dure (2-12 keV). Les cartes de distributions d’e´missivite´ de chaque bande
ont e´te´ estime´es en appliquant l’algorithme de Jammal & Bijaoui a` la distribution poissonienne de
photons observe´e dans chaque bande. Les composantes de fond ont e´te´ soustraites de chaque bande
avant de calculer le rapport. Dans les re´gions centrales ou` l’e´missivite´ de l’amas est importante,
les variations de tempe´rature mises en e´vidence par le rapport de durete´ sont proches de celles
obtenues en utilisant un ve´ritable algorithme de spectro-imagerie (cf. fig (2.1.1)). En particulier
une barre de compression chaude apparaˆıt entre les deux sous-groupes de cet amas bimodal en
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Fig. 4.1 – Image de gauche: Carte de durete´ de l’amas de galaxies A3921 obtenue avec les came´ras
MOS. Les distributions d’e´missivite´ de chaque bande ont e´te´ estime´es en appliquant l’algorithme
de Jammal & Bijaoui a` la distribution poissonnienne de photons observe´e dans chaque bande, puis
en soustrayant l’e´missivite´ des composantes de fond. Images de droite: Distribution poissonnienne
de photons observe´e dans la bande molle et carte de distribution d’e´missivite´ de l’amas.
cours de coalescence. Dans les re´gions externes ou` l’e´missivite´ de l’amas est faible devant celles
des composantes de fond, -re´gion blanche-, l’estimation est biaise´e et on constate qualitativement
que le re´sultat obtenu n’a plus de sens physique.
Si cet estimateur est e´le´mentaire a` programmer il s’agit d’une me´thode empirique dont l’utili-
sation pratique peut s’ave`rer complexe et peu efficace. En effet, pour utiliser le rapport de durete´
comme un estimateur de tempe´rature, il faut comparer la statistique observe´e a` un catalogue de
densite´s de probabilite´s pH(θ). Par ailleurs, il ne s’agit pas alors d’un estimateur optimal et il est
difficile d’associer un intervalle de confiance a` l’estimation. En pratique on utilise le rapport de
durete´ entre les cartes de densite´ du plasma construites dans les bandes dure et molle, c’est-a` dire
que l’estimation n’est pas optimise´e pour la recherche du bon parame`tre.
Inte´reˆt de la re´solution spectrale.
Le manque de re´solution spectrale confe`re enfin a` cet estimateur un de´faut pratique supple´mentaire
pour deux raisons. La premie`re raison est que la de´finition des intervalles d’e´nergie de´finissant les
bandes dure et molle doit eˆtre optimise´e en fonction du mode`le d’e´mission. La figure 4.2 montre
un catalogue de spectres d’e´mission de plasma intra-amas a` un redshift de 0.2. On constate que les
distributions de probabilite´s pH(θ) associe´es a` la bande dure croissent avec la tempe´rature, mais
qu’inversement les distributions de probabilite´s [1 − pH(θ)] associe´es a` la bande molle de´croissent.
Intuitivement on comprend que le choix des bandes dure et molle rendra l’estimateur d’autant
plus sensible que la de´rive´e ∂pH(θ)∂θ est grande. C’est pourquoi on choisit comme e´nergie de cou-
pure entre bandes le point d’inflexion ou` ∂pH(θ)∂θ = 0. Or ce point de´pend du mode`le d’e´mission
choisi et de ses parame`tres (tempe´rature, de´calage spectral, me´tallicite´, NH).
La seconde raison est que les diffe´rentes composantes du mode`le d’e´mission F(k,l,e) de´crit en
(1.2) sont force´ment imparfaitement mode´lise´es, ce qui entraˆıne des erreurs syte´matiques dans la
mode´lisation du flux de photons attendus dans la bande dure. Par exemple le fait de conside´rer
l’e´missivite´ des composantes de fond comme uniforme est une approximation, or une sur- ou sous-
estimation d’une de ces composantes conduit a` calculer un “rapport de durete´” qui ne ve´rifie plus
l’e´quation (4.31) et le re´sultat obtenu est incohe´rent. C’est ce qui se passe dans les re´gions externes
de la carte de la figure 4.1. Nous montrerons dans la prochaine section que le fait d’augmenter la
re´solution spectrale de l’estimateur permet de limiter l’influence de ce type d’erreurs syste´matiques.
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Bande dureBande molle
Fig. 4.2 – De´finition des bandes dure et molle pour un mode`le d’emission de plasma intra-amas
a` z=0.2. On a choisi une coupure de bande a` 1.4 keV parce que cette valeur est proche du point
d’inflexion ∂pH(θ)∂θ = 0 pour un amas de 5 keV. Si l’amas e´tait par exemple plus froid on aurait
choisi une valeur plus faible.
4.2.6 Application a` la spectroscopie X.
Le proble`me de la re´solution spectrale.
La re´solution spectrale des spectro-imageurs EPIC varie d’environ 60 eV a` 1 keV a` 130 eV a` 6.4
keV, –raie Fe Kα–. Les spectres d’emissions des objets observe´s peuvent donc eˆtre e´chantillonne´es
sur quelques centaines de canaux. Cette re´solution spectrale est utile pour e´tudier des proprie´te´s
locales du spectre d’e´mission des sources e´tudie´es comme les raies d’e´mission des e´le´ments lourds.
Mais elle n’est a priori pas ne´cessaire pour restituer un parame`tre θ du milieu intra-amas comme
la tempe´rature, dont la loi de probabilite´ p(θ) de´pend de manie`re continue sur l’axe des e´nergies.
Nous avons discute´ au cours de la pre´sentation de la me´thode du rapport de durete´ l’inte´reˆt
d’augmenter la re´solution spectrale de l’estimateur pour supprimer le proble`me de l’optimisation
du choix des bandes et limiter l’influence d’erreurs de mode´lisation. Nous allons a` pre´sent quantifier
ce dernier point et montrer que nous avons inte´reˆt a` utiliser toute la re´solution spatiale offerte
par les spectro-imageurs EPIC. En construisant une statistique du type (4.1) avec K e´ve´nements
et N canaux contenant chacun In e´ve´nements, on a vu d’apre`s (4.4) et (4.11) que l’on pouvait
construire un intervalle de confiance en fonction de la variance du parame`tre estime´:
σ2(θ̂) =
N∑
n=1
IN
KF
=
N∑
n=1
σ2n(θ̂). (4.32)
Ainsi l’influence d’une erreur de mode´lisation dans un canal sur le re´sultat final est limite´e a`
la variance du parame`tre θ̂, associe´e a` ce canal:
σ2n(θ̂) =
IN
KF
=
IN
K
σ2(θ̂),
On a donc inteˆret a` re´duire le nombre de photons IN rec¸us par canal “imparfait” en augmentant
la re´solution spectrale.
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Choix de l’estimateur.
Nous allons maintenant chercher a` construire un estimateur local de tempe´rature satisfaisant les
contraintes impose´es par son imple´mentation dans un algorithme adaptatif et par les proprie´te´s
du milieu intra-amas. L’imple´mentation de l’estimateur dans un algorithme multie´chelle et la
nature fortement variable des processus d’e´missivite´ du milieu intra-amas imposent tout d’abord
de construire un estimateur convenant a` des statistiques de dynamiques varie´es. Pour autant
cet objectif ne doit pas eˆtre atteint au de´triment de l’homoge´ne´ite´ de l’estimation puisque des
estimations ope´re´es dans diffe´rents e´le´ments de re´solutions doivent eˆtre comparables. Enfin nous
venons de discuter de l’inte´reˆt d’augmenter la re´solution spectrale de l’estimateur.
Si la me´thode du rapport de durete´ est une me´thode empirique et non optimale, les estima-
teurs du maximum de vraisemblance et des moindres carre´s sont des estimateurs optimaux sous
re´serve de les utiliser pour des statistiques approprie´es. L’estimateur des moindres carre´s per-
met, on l’a vu, une de´finition des intervalles de confiance a` partir de lois du χ2 tabule´es et une
imple´mentation facile de diffe´rents mode`les d’e´mission. Mais l’hypothe`se d’un mode`le d’e´mission
suivant une loi normale dans chaque canal est une hypothe`se forte difficilement compatible avec les
autres contraintes impose´es plus haut. En effet, on montre que l’erreur d’approximation de la loi
de Bernoulli B(K,pi) par une loi de Laplace-Gauss est ne´gligeable pour (Kpi > 5 et K(1−pi) > 5)
(Saporta, 90). Cherchant a` construire un estimateur homoge`ne et inde´pendant de la statistique
on peut se placer dans le cas courant d’une statistique faible de 500 photons par e´le´ment de
re´solution. La condition Kpi > 5 limite la re´solution spectrale a` 100 canaux dans le cas le plus
favorable d’une e´galisation de l’histogramme d’e´nergie du spectre F(k,l,e), soit: pi = 0.01,∀i. Cette
re´solution spectrale est de l’ordre de grandeur de celle des spectro-imageurs EPIC. Malheureu-
sement l’e´missivite´ de la composante thermique du spectre d’e´mission F(k,l,e) varie de plusieurs
ordres de grandeur a` haute e´nergie, et l’e´galisation de l’histogramme d’e´nergie du spectre F(k,l,e)
ne peut eˆtre valable que sur un faible intervalle de tempe´ratures. Pour utiliser l’estimateur des
moindres carre´s il faut donc adapter l’e´chantillonnage en e´nergie a` l’e´missivite´ et a` la tempe´rature
de l’e´le´ment de re´solution, ce qui complexifie son imple´mentation dans un algorithme adaptatif et
nuit a` l’homoge´ne´ite´ de l’estimation. Malgre´ sa “lourdeur”, nous pre´fe´rerons utiliser l’estimateur
du maximum de vraisemblance base´ sur une statistique de type (4.1), en particulier parce que
cet estimateur n’impose pas de contrainte sur l’e´chantillonnage en e´nergie et permet d’utiliser la
re´solution spectrale disponible.
Estimateur de tempe´rature.
Pour construire un estimateur de tempe´rature, nous avons de´cide´ de construire une statis-
tique du type (4.1) et d’utiliser la me´thode du maximum de vraisemblance pour ses proprie´te´s
d’optimalite´ asymptotiques et son absence de contrainte sur la re´solution spectrale. Nous allons
maintenant de´velopper les expressions de l’estimateur et de sa variance, mais aussi discuter du
nombre de parame`tres inde´pendants pose´s par le proble`me.
On rappelle que la probabilite´ d’e´mission d’un photon par e´le´ment de re´solution (k,l,e) est
donne´e par (1.2) en fonction des densite´s de probabilite´s normalise´es S(T,e), B(e) et P(e), associe´es
respectivement a` l’amas et aux composantes de fond:
NFF(T,e) = NSS(T,e) + NBB(e) + NPP(e), (4.33)
ou` NF, NS, NB et NP sont les e´missivite´s de chaque composante. Elles ve´rifient la condition
de normalisation suivante:
NF = NS +NB +NP. (4.34)
L’e´missivite´ totale NF e´tant connue et e´gale aux nombre d’e´ve´nements, cette condition rame`ne
l’ajustement du mode`le d’e´mission F(T,e) au spectre observe´ a` un proble`me a` trois inconnues, la
tempe´rature du plasma intra-amas dont de´pend la composante thermique S(T,e) et les e´missivite´s
respectives de deux des trois composantes S(T,e), B(e) et P(e). En premie`re approximation on
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peut conside´rer que l’e´missivite´ des deux composantes de fond B(e) et P(e) est uniforme sur le plan
du de´tecteur et les fixer a priori a` partir de l’ajustement pre´alable d’un mode`le d’e´mission global
et isotherme F(To,e) associe´ a` l’ensemble des e´ve´nements d’une observation. Les e´missivite´s NB et
NP e´tant connues et fixe´es, l’ajustement d’un mode`le d’e´mission local F(T,e) est maintenant un
proble`me a` une inconnue: la tempe´rature du plasma intra-amas, T. En pratique, l’hypothe`se d’uni-
formite´ des composantes de fond n’est qu’une approximation et il serait plus juste de conside´rer
que leurs variations d’e´missivite´s sont faibles. C’est pourquoi nous avons de´cide´ de laisser un
degre´ de liberte´ supple´mentaire au proble`me en construisant un estimateur a` deux parame`tres,
la tempe´rature, T et l’e´missivite´ totale, NF. En laissant libre le parame`tre NF et en supposant
constantes les e´missivite´s des composantes de fond on permet un ajustement de l’e´missivite´ de
la composante thermique par rapport au fond. Si cet ajustement n’e´tait pas possible l’estimation
de tempe´rature serait biaise´e par une mauvaise estimation de l’e´missivite´ des composantes de
fond conduisant a` ajuster un mode`le d’e´mission F(T,e) de forme errone´e. L’e´missivite´ totale NF
e´tant toutefois proche du nombre d’e´ve´nements observe´s nous avons de´cide´ d’introduire un “pa-
rame`tre d’e´missivite´” r = NNF et d’ajuster le nouveau couple de parame`tres [T,r]. Ce changement
de variables permet de borner l’espace des parame`tres et de simplifier la proce´dure nume´rique de
recherche du maximum de vraisemblance. Les e´quations (4.33) et (4.34) peuvent se re´e´crire en
fonction des nouveaux parame`tres T et r:
F(r,T,e) =
[
1− r
N
(NB +NP)
]
S(T,e)
+
r
N
[NBB(e) + NPP(e)] ,
= S(T,e) +
r
N
[NB (B(e)− S(T,e))
+ NP (P(e)− S(T,e))] , (4.35)
NS = NF −NB −NP,
= N
[
1
r
− 1
N
(NB +NP)
]
, (4.36)
et les parame`tres r et T qui permettent le meilleur ajustement aux donne´es sont obtenus en
maximisant la fonction de vraisemblance a` deux parame`tres:
log [L(r,T )] =
∑
i
log [F(r,T,ei)] . (4.37)
Enfin, sous re´serve que l’estimateur du maximum de vraisemblance se comporte comme un
estimateur MVB, la variance des parame`tres r et T s’exprime en fonction des termes diagonaux
de la matrice des variances-covariances V:
V = −
[
F1 ρ
ρ F2
]−1
(4.38)
avec:
F1 =
∂2 ln(L)
∂r2
, F2 =
∂2 ln(L)
∂T 2
, ρ =
∂2 ln(L)
∂T∂r
.
Me´thode de recherche du maximum de vraisemblance.
L’algorithme de recherche du maximum de la fonction L(r,T ) est de´taille´ dans l’appendice A
de l’article sur la spectro-imagerie X (Chapitre 4.4). Cette recherche devant eˆtre imple´mente´e dans
un grand nombre d’e´le´ments de re´solution, nous avons choisi l’algorithme du gradient conjugue´
pour sa convergence rapide. Selon cet algorithme, c’est en fait le minimum de la fonction −L(r,T )
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Fig. 4.3 – Recherche du maximum de vraisemblance dans l’espace des parame`tres r et T, borne´
par les valeurs rmin, rmax, Tmin et Tmax.
qui est recherche´. Partant d’un point quelconque de l’espace des parame`tres, Xo = [ro,To], on
cherche le minimum de la fonction −L1 (x) qui constitue une coupe de −L(r,T ) dans la direction
de son gradient en Xo: Po = ∇oL. On re´ite`re alors le processus dans les directions conjugue´es
successives Pi telles que:
Pi
t
HoPi+1 = 0, (4.39)
ou` Ho est le Hessien de L(r,T ) en Xo. Enfin un crite`re d’arreˆt stoppe la recherche quand le
gradient local est suffisamment faible: ‖∇L(r,T)‖ < ².
Cet algorithme diffe`re de l’algorithme du gradient dans lequel les directions de recherche suc-
cessives, Pi, sont les gradients locaux. Il converge plus rapidement que l’algorithme du gradient
parce que les directions successivement explore´es sont diffe´rentes et non orthogonales entre elles.
Nous avons adapte´ l’algorithme du gradient conjugue´ a` un espace des parame`tres borne´ en limitant
les minimisations des fonctions −L1 (x) a` des intervalles [xmin,xmax] de´limite´s par le domaine de
de´finition de l’espace des parame`tres (cf. figure 4.3). Ce domaine de de´finition est choisi tel que le
le maximum de la fonction de vraisemblance soit inclus dans l’espace des parame`tres et situe´ hors
de ses bords, de sorte que l’algorithme du gradient conjugue´ converge.
Si la statistique est bonne, le maximum est ainsi obtenu en quelques ite´rations. Si la statistique
est mauvaise des cas de maxima multiples voire d’absence de maximum peuvent compliquer le
proble`me. Nous avons par exemple constate´ des cas ou` la fonction F(r,T,ei) pre´sente des maxima
multiples a` cause de de´ge´nerescences entre la composante thermique S(T,e) et les composantes
de fond B(e) et P(e). Dans ces conditions, on observe empiriquement que le “bon” maximum est
le plus proche du milieu de l’espace des parame`tres, correspondant a` la tempe´rature moyenne
de l’amas. Nous avons ajoute´ une condition qui choisit cette solution le cas e´che´ant. Quand la
fonction de vraisemblance ne pre´sente pas de maximum satisfaisant apre`s un nombres d’ite´rations
supe´rieur au crite`re d’arreˆt de quelques dizaines d’ite´rations, –pas d’annulation de sa de´rive´e dans
toutes les directions, ou de´rive´e seconde trop faible–, la valeur “inde´finie” est retourne´e.
Aspects nume´riques.
Pour obtenir le minimum des fonctions −L1 (x), on recherche par dichotomie le point xo qui
annule leurs de´rive´es, ∂L1 (x)∂x , exprime´es en fonction du gradient de L(r,T ):
∂L1 (x)
∂x
∣∣∣∣
xo
= Pi∇L(r,T ) = 0, (4.40)
ou` les composantes du gradient ∇L(r,T ) s’expriment par les de´rive´es logarithmiques de (4.37):
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Fig. 4.4 – Bibliothe`que de spectres d’e´mission du plasma intra-amas avant et apre`s convolution
par la re´ponse instrumentale au foyer EPIC.
∂ log L
∂r
=
∑
i
∂F
∂r
F
, (4.41)
∂ log L
∂T
=
∑
i
∂F
∂T
F
, (4.42)
en fonction des de´rive´es partielles ∂F∂r et
∂F
∂T de´duites de (4.35):
∂F
∂T
=
∂S(T,e)
∂T
[
1− r
NF
[NP +NB]
]
, (4.43)
∂F
∂r
=
1
NF
[NP[P (e)− S(T,e)]−NB[B(e)− S(T,e)]] . (4.44)
Dans ces deux expressions, les constantes NF, NP et NB, ainsi que les densite´s de probabilite´s
P (e) et B(e) sont inde´pendantes des parame`tres r et T. Seules les densite´s de probabilite´s S(T,e) et
∂S(T,e)
∂T de´pendent de T. Pour pouvoir calculer rapidement les composantes du gradient de L(r,T )
en tout point de l’espace des parame`tres en fonction de (4.43) et (4.44), nous avons construit
une bibliothe`que de densite´s So(T,e) et
∂So(T,e)
∂T associe´es aux composantes thermiques et a` leurs
de´rive´es. Les composantes thermiques So(T,e) (cf. figure 4.4) sont construites a` partir d’un code
d’e´missivite´ de plasma optiquement mince (MEKAL, Mewe, 85), puis convolue´es par la re´ponse
instrumentale au foyer. Le redshift z, la densite´ de colonne d’hydroge`ne NH et la me´tallicite´ Z
de l’amas sont fixe´s. Les composantes S(T,e) et ∂S(T,e)∂T sont finalement de´duites de So(T,e) et
∂So(T,e)
∂T apre`s multiplication par la fonction de vignettage locale vf(e).
Les bibliothe`ques de densite´s So(T,e) et
∂So(T,e)
∂T sont calcule´es avec un pas d’e´chantillonnage
de 0.01 keV, tre`s infe´rieur aux variances attendues sur le parame`tre de tempe´rature. Les spectres
S(T,e) intervenant dans le calcul sont obtenus par interpolation B-spline dans la base e´chantillonne´e.
Ce sont les bornes de tempe´rature de la base de spectres qui limitent le domaine de de´finition de la
fonction de vraisemblance. Par exemple, pour un amas de galaxies dont la tempe´rature moyenne
est de 5 keV, l’intervalle des tempe´ratures explore´ s’e´tend de 0.1 a` 30 keV. Quant au parame`tre
d’e´missivite´ r, il intervient de fac¸on analytique et continue dans l’e´quation (4.35). Les valeurs de
r sont explore´es sur l’intervalle [0,2].
Un estimateur de variance minimum limite?
L’estimateur du maximum de vraisemblance pre´sentant asymptotiquement les proprie´te´s d’un
estimateur de variance minimium limite (MVB) non biaise´, nous avons teste´ dans quel re´gime de
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statistique et avec quels mode`les d’e´mission ces proprie´te´s e´taient ve´rifie´es. En particulier pouvait-
on estimer sa variance par la borne de Rao-Cramer? Un biais est-il observable a` faible statistique?
Ces tests sont pre´sente´s et de´veloppe´s dans l’article du chapitre 4.4.
Le mode`le d’e´mission (4.35) de´pendant de trois composantes, S(T,e), B(e) et P(e), nous de-
vons tester les performances de l’estimateur en fonction des e´missivite´s relatives de ces trois com-
posantes. Par ailleurs les composantes d’e´mission S(T,e) et B(e) associe´es a` l’amas et au fond
astrophysique de´pendent de la re´ponse instrumentale locale, -facteur de vignettage-. Nous devons
donc aussi tester l’influence du facteur de vignettage sur l’estimation. Pour cela, nous avons si-
mule´ des listes d’e´ve´nements issues d’un mode`le d’e´mission du type (4.35) en tirant au hasard les
e´ve´nements dans un ensemble de distributions de Poisson de parame`tre NFF(k,l,e). Par exemple,
pour un mode`le d’e´mission d’amas a` 3 keV nous avons simule´ des listes d’e´ve´nements associe´es a`
huit valeurs d’e´missivite´s NF, croissantes de manie`re logarithmique de 200 a` 25600 e´ve´nements,
mais aussi a` diffe´rentes valeurs d’e´missivite´ des composantes de fond. Pour chaque test, plus de
15000 listes ont e´te´ ge´ne´re´es.
Fig. 4.5 – Tempe´ratures estime´es a` partir d’un mode`le d’e´mission du type NSS(k,l,e), sans com-
posantes de fond. Gauche: re´ponse instrumentale uniforme. Droite: re´ponse instrumentale non
uniforme.
La figure 4.5 pre´sente les distributions des estimations associe´es a` un mode`le d’e´mission
sans composantes de fond NFF(k,l,e) = NSS(k,l,e), ainsi que leurs moyennes et e´carts-types.
A gauche, on a suppose´ la re´ponse instrumentale uniforme pour les 15000 estimations. A droite on
a me´lange´ des estimations obtenues avec des re´ponses instrumentales diffe´rentes, correspondant
aux diffe´rentes positions possibles sur le plan du de´tecteur. Dans tous les cas, les distributions
de tempe´rature sont centre´es autour de la valeur de tempe´rature du plasma, T = 3 keV et la
valeur moyenne de toutes les estimations obtenues avec plus de 400 photons est de 3 keV a` 1
% pre`s. Nous avons par ailleurs ve´rifie´ que la variance de ces distributions est tre`s proche de la
moyenne des variances MVB calcule´es a` chaque estimation. On peut donc conside´rer l’estima-
teur comme un estimateur MVB non-biaise´ si le nombre d’e´ve´nements est supe´rieur a` 400, et ce,
que la re´ponse instrumentale soit uniforme ou non. Ce re´sultat permet d’utiliser l’estimateur de
tempe´rature en calculant sa variance d’apre`s la borne de Rao-Cramer. Par ailleurs, l’absence de
biais corre´le´ a` la re´ponse instrumentale est crucial pour introduire l’estimateur local dans un algo-
rithme d’imagerie ou` des estimations calcule´es dans des e´le´ments de re´solution diffe´rents doivent
eˆtre comparables. Si par contre le nombre d’e´ve´nements est trop faible (K < 400), l’erreur d’esti-
mation de la tempe´rature de´passe 1 % et on constate que l’estimateur est biaise´. Ce biais restant
ne´anmoins de l’ordre de quelques pour-cent et restant faible devant la variance MVB, nous ne
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l’avons pas corrige´, pre´fe´rant limiter l’utilisation de l’estimateur a` des listes d’e´ve´nements dont la
statistique de´passe les 500 photons.
Les figures 5 et 6 de l’article du chapitre 4.4 pre´sentent cette fois des estimations associe´es a`
un mode`le d’e´mission similaire, mais dont les e´missivite´s des composantes de fond ne sont plus
nulles. On constate alors que la variance et le biais de l’estimateur augmentent d’autant plus que
l’e´missivite´ relative des composantes de fond par rapport a` la composante thermique augmente.
Par ailleurs, la variance et le biais de l’estimateur sont plus e´leve´es avec un mode`le d’e´mission
comprenant une composante de fond de particules qu’avec une composante de fond astrophysique
(fond diffus X et bulle locale, cf. figure 1.4). En fait, l’ajout des composantes de fond a pour effet
de re´duire la de´pendance en tempe´rature de la bibliothe`que de spectres F(T,k,l,e), ainsi que les
quantite´s ∂F(T,k,l,e)∂T et les informations de Fisher
IN
K
∫ [ ∂F∂T ]2
F de porte´es par les e´ve´nements dans
les diffe´rents canaux, ce qui augmente finalement la variance de l’estimateur. Cet effet est plus
important pour le fond particules que pour le fond astrophysique parce que la densite´ de probabilite´
P(e) associe´e au fond de particules est uniforme spectralement et de´passe de plusieurs ordres de
grandeur la densite´ de probabilite´ S(e) associe´e a` l’e´missivite´ de l’amas dans sa partie haute e´nergie
(cf. figure 1.4). Nous avons enfin voulu ve´rifer si, comme dans le cas d’un mode`le d’e´mission sans
composantes de fond, la variance des distributions d’estimations e´tait proche de la moyenne des
variances MVB estime´es pour une statistique de´passant les 500 photons. La` encore il faut distinguer
le cas du fond de particules et le cas du fond astrophysique. Les mesures des tableaux 4.6 et 4.7
montrent que la variance de l’estimateur de tempe´rature est proche de la variance MVB pour le
fond astrophysique mais peut la de´passer de 25 % pour un fond de particules d’e´missivite´ double
de l’e´missivite´ de l’amas.
Nb. d’e´ve´nements 400 800 1600 3200 6400 12800 25600
Ecart-type 1.24 0.78 0.50 0.34 0.22 0.16 0.10
Variance MVB 1.14 0.71 0.48 0.33 0.24 0.16 0.12
Fig. 4.6 – Ecart-type et moyennes des de´viations standard MVB pour un mode`le d’e´mission a`
deux composantes: Plasma intra-amas, S(e) et fond astrophysique par le rayonnement cosmique,
B(e). La valeur d’e´missivite´ du fond NB est double de celle de l’e´missivite´ de l’amas, NS.
Nb. d’e´ve´nements 400 800 1600 3200 6400 12800 25600
Ecart-type 1.67 1.04 0.67 0.45 0.29 0.21 0.14
Variance MVB 1.33 0.79 0.52 0.35 0.25 0.17 0.12
Fig. 4.7 – Ecart-type et moyennes des de´viations standard MVB pour un mode`le d’e´mission a`
deux composantes: Plasma intra-amas, S(e) et fond de particules, P(e). La valeur d’e´missivite´ du
fond NP est double de celle de l’e´missivite´ de l’amas, NS.
Ces tests montrent que nous avons construit un estimateur de tempe´rature du plasma intra-
amas qui, quelle que soit la re´ponse instrumentale locale, se comporte comme un estimateur MVB
pour une statistique supe´rieure a` 500 photons et lorsque les composantes de fond ont une faible
amplitude relativement a` la composante thermique. Son utilisation dans les cas ou` les composantes
de fond deviennent pre´dominantes est plus critique parce que l’estimateur ne se comporte alors
plus comme un estimateur MVB et parce les de´ge´nerescences de forme des diffe´rentes composantes
d’e´mission peuvent le biaiser. Un examen critique des solutions obtenues est alors ne´cessaire.
Estimateur d’entropie.
L’entropie spe´cifique du gaz s, -ou entropie par particule-, ou ses variations ∆s sont de´finies a`
une constante de re´fe´rence so pre`s par (cf. e´quation (4.8) de la partie I):
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∆s = s− so = 3
2
k log
[(
T
To
)(
ρ
ρo
)−2
3
]
,
=
3
2
k log [s′]− so, (4.45)
ou` la quantite´ s′ = T
n
2
3
est couramment utilise´e pour caracte´riser les variations du parame`tre
s. En approchant la densite´ projete´e du milieu intra-amas par le carre´ de son e´missivite´ projete´e
N2S on peut former un estimateur local ŝ
′ de s′:
ŝ′ =
T
N
1
3
S
(4.46)
La maximisation de la fonction de vraisemblance a` deux parame`tres L(r,T,e) (cf. (4.37)) consti-
tuant un estimateur local des parame`tres T et NS nous pouvons simplement en de´duire une esti-
mation de s′. Puisque c’est en fait le parame`tre d’e´missivite´ normalise´ r (cf. 4.36) qui est estime´,
l’e´missivite´ du plasma intra-amas s’obtient en fonction de r par:
NS = NF −NB −NP,
=
N
r
−NB −NP. (4.47)
Le parame`tre estime´ s′ est le produit des variables u = T et v =
[
N
r −NB −NP
] 1
3 , de variances
respectives: {
σu = σT ,
σv = − 13
[
N
− 13
S
]
σr
r .
(4.48)
Sa variance se de´veloppe enfin en fonction des variances σu et σv, –formule de “propagation
des erreurs”–, par:
σ2(s′) =
[
N
−1
3
S σT
]2
+
[
−r
3
N
− 13
S
σr
r
]2
,
= N
− 23
S
[
σ2T +
(
T
3
σr
r
)2]
, (4.49)
ou` l’on a ne´glige´ le terme de covariance σuv apre`s avoir ve´rifie´ expe´rimentalement que la matrice
de Fisher (4.38) est quasiment diagonale, c’est-a`-dire que les estimateurs des parame`tres T et NS
constituent des statistiques non corre´le´es.
En couplant les estimations locales de tempe´rature et d’e´missivite´ obtenues en maximisant
la vraisemblance L(r,T,e), nous construisons simultane´ment a` l’estimateur de la tempe´rature du
plasma un estimateur d’entropie. Ces deux quantite´s sont comple´mentaires dans l’e´tude des pro-
prie´te´s du plasma intra-amas, notamment par ce qu’elles n’ont pas les meˆmes e´chelles de temps
de relaxation. L’inte´reˆt de les ajuster simultane´ment est de ne proce´der qu’une seule fois a` la
maximisation de la fonction L(r,T,e) qui constitue une proce´dure couˆteuse en temps de calcul.
4.3 Algorithme multie´chelle
Ayant construit un estimateur local θ̂(k,l), nous proposons de restaurer de manie`re optimale la
distribution spatiale du parame`tre θ a` partir de sa transforme´e en ondelettes seuille´e W 	
θ
(a,k,l). La
transformation en ondelettes associe´e a` l’analyse multire´solution e´tant line´aire en e´chelles, l’ide´al
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serait d’utiliser un estimateur local θ̂(a,k,l) unique constitue´ d’une statistique additive du type
(4.1). Ainsi la transforme´e en ondelettes W 

θ
(a,k,l) pourrait eˆtre construite de fac¸on hie´rarchique,
par exemple de la plus haute a` la plus basse re´solution en additionnant les statistiques locales
approprie´es des approximations successsives F 

θ
(a,k,l). Malheureusement, l’estimateur θ̂k,l(a,k,l)
de´pend lui-meˆme de la position (k,l) sur le plan du de´tecteur a` cause de la re´ponse instrumentale,
–facteur de vignettage–. Nous ne construirons donc pas la transforme´e en ondelettes de l’estima-
teur θ̂ mais nous e´tudierons les variations des estimations θ a` toutes les e´chelles d’une transforme´e
dyadique, en les codant par les coefficients Wθ(a,k,l). Cette de´marche est plus lourde parce qu’elle
ne´cessite de proce´der a` l’estimation dans chaque e´le´ment de re´solution avant de regrouper en
chaque pixel (k,l) les informations obtenues aux diffe´rentes e´chelles. Par ailleurs, puisque les es-
timations θ(a,k,l) sont construites avec des estimateurs de´pendant de manie`re non line´aire de
l’e´chelle a` cause de la re´ponse instrumentale, il n’y a a priori pas de relations line´aires entre co-
efficients Wθ(a,k,l). Pour construire une transforme´e en ondelettes a` partir de ces coefficients il
faudra donc introduire une proce´dure de line´arisation inter-e´chelles.
4.3.1 Choix de l’algorithme.
Pour e´tudier les variations spatiales de l’estimation θ(a,k,l) on pourra se placer dans le cadre de
l’analyse multire´solution (cf. section 2.2.1) et de´finir des cartes d’estimation θ(a,k,l) a` diffe´rentes
e´chelles, l’axe des e´chelles e´tant e´chantillonne´ selon un sche´ma dyadique. Dans ce cadre, les cartes
d’estimation θ(a,k,l) seront associe´es a` des listes d’e´ve´nements contenus dans chaque e´le´ment de
re´solution d’e´chelle a localise´ en (k,l) et c’est le choix d’une fonction d’e´chelle qui de´terminera
la nature de l’e´le´ment de re´solution. L’estimateur local θ̂(a,k,l) e´tant constitue´ a` partir d’une
statistique de comptage, T, on utilisera comme dans l’algorithme d’imagerie adapte´ au processus
de Poisson de Jammal & Bijaoui, une fonction d’e´chelle indicatrice et on constituera la statistique
T a` partir des e´ve´nements contenus dans un carre´ de largeur a centre´ en (k,l). L’ondelette de
Haar e´tant associe´e a` la fonction d’e´chelle indicatrice, c’est elle que l’on utilisera pour coder les
variations spatiales de l’estimation θ(a,k,l).
Pour minimiser le risque de seuillage de la transforme´e et compenser la discontinuite´ de l’on-
delette de Haar, on choisira comme pour les algorithmes d’imagerie astronomique d’imple´menter
un algorithme redondant. Dans le contexte de la spectro-imagerie, la redondance re´duira en outre
les risques d’estimation. Par ailleurs, pour e´tudier inde´pendemment les variations des estimations
θ(a,k,l) aux diffe´rentes e´chelles on devra utiliser un algorithme de filtrage qui n’utilise pas de
relations entre coefficients ou approximations d’e´chelles diffe´rentes. Contrairement par exemple
a` l’algorithme a` trous, qui est redondant mais utilise des relations inter-e´chelles, l’algorithme de
Coifman & Donoho satisfait ces deux crite`res (cf. section 2.3.2). En outre, il est inte´ressant d’as-
socier cet algorithme a` l’ondelette de Haar pour constituer une ondelette anisotrope et analyser
les variations des signaux dans trois directions diffe´rentes. C’est donc lui que nous utiliserons.
4.3.2 Principe de l’algorithme.
L’analogie entre la restauration optimale du parame`tre de Poisson local d’une densite´ d’e´ve´nements
et d’une estimation quelconque du parame`tre θ(a,k,l) nous a conduit a` nous inspirer de l’algo-
rithme de Jammal & Bijaoui pour construire un algorithme de restauration optimale de cartes de
tempe´rature ou d’entropie du milieu intra-amas.
Comme dans l’algorithme de Jammal & Bijaoui, on commence par estimer localement le pa-
rame`tre θ puis on code les variations de cette estimation en lui associant les coefficients en on-
delettes de Haar Wθ. La variance de l’estimation a` chaque e´chelle permet d’associer un domaine
de signification a` ces coefficients. On construit ensuite la transforme´e en ondelettes W 

θ
de l’es-
timateur θ̂(k,l) en minimisant la distance ‖W 

θ
−Wθ‖ dans le domaine significatif d’une part et
en appliquant une contrainte de re´gularisation aux coefficients du domaine non-significatif d’autre
part. Dans l’algorithme de Jammal & Bijaoui, l’inte´reˆt d’utiliser deux transforme´es distinctes
W 

θ
et Wθ e´tait de permettre une construction ite´rative de l’estimateur W 
θ inde´pendante de sa
re´alisation Wθ. Ici, l’absence de relation line´aire entre les estimateurs a` diffe´rentes e´chelles empeˆche
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de proce´der a` une estimation ite´rative. Par contre, l’utilisation des deux transforme´es distinctes
permet de de´coupler l’ensemble des coefficients Wθ, sans relation line´aire inter-e´chelles entre eux,
de la ve´ritable transforme´e en ondelettes de l’estimateur final, W 
θ
.
Le principe de l’algorithme de construction de cartes en tempe´rature de dimension (N1 ×N2)
est synthe´tise´ par le diagramme 4.8. L’algorithme de construction de cartes d’entropie fonctionne
de manie`re similaire avec l’estimateur d’entropie de´fini en 4.2.6. On ge´ne`re tout d’abord des cartes
de tempe´rature a` toutes les e´chelles de l’analyse, {T(k,l,j)}j=0,J (1), ainsi que leurs cartes res-
pectives d’erreur, σT (k,l,j). Pour cela, on proce`de a` des estimations de tempe´rature dans tous les
pixels de largeur a = 2j centre´s en chaque point des cartes T(j). Toutes les cartes d’approximation
sont des cartes de meˆme dimension (N1×N2) de sorte que l’analyse est quatre fois redondante a`
chaque e´chelle. On calcule ensuite les coefficients en ondelettes de Haar horizontaux, WT,h(k,l,j),
verticaux, WT,v(k,l,j) et diagonaux, WT,d(k,l,j), associe´s aux variations spatiales des approxima-
tions T(k,l,j) (2). Pour cela, on applique les lissages normalise´s en flux h¯0h¯0, h¯0g¯0, g¯0h¯0 et g¯0g¯0
associe´s aux ope´rateurs d’analyse Hj , Gh,j , Gv,j et Gd,j de l’algorithme de Coifman & Donoho
(cf. section 2.3.2), soit par exemple a` la re´solution 20:
h¯0h¯0 =
1
2
[
1 1
1 1
]
, h¯0g¯0 =
1
2
[−1 1
−1 1
]
, g¯0h¯0 =
1
2
[
1 −1
1 −1
]
, g¯0g¯0 =
1
2
[
1 −1
−1 1
]
. (4.50)
Les coefficients WT,h,v,d(j) sont ainsi obtenus par une combinaison line´aire de quatre approxi-
mations non corre´le´es: 
T1(j − 1) = T(k,l,j − 1),
T2(j − 1) = T(k + 2j ,l,j − 1),
T3(j − 1) = T(k + 2j ,l + 2j ,j − 1),
T4(j − 1) = T(k,l + 2j ,j − 1).
(4.51)
Cette proprie´te´ est aussi illustre´e par la figure 4.9 dans le cas d’un algorithme de Coifman
& Donoho a` une dimension, ou` les coefficients Wj a` l’e´chelle j sont cette fois obtenus par la
combinaison line´aire de deux approximations disjointes F(k) et F(k + 2j), a` l’e´chelle j − 1. On
en de´duit que la variance du coefficient WT,h,v,d(j) s’exprime comme la somme des variances des
quatre approximations {Ti(j − 1)}i=1,4, ponde´re´e par le carre´ du coefficient ± 12 associe´ a` chaque
approximation:
σ2(W(k,l,j)) =
1
4
4∑
i=1
σ2(Ti(j − 1)). (4.52)
Notons que dans le cas des filtrages (4.50) associe´s a` l’ondelette de Haar cette expression
conduit a` associer la meˆme variance σ2(Ti(j − 1)) aux trois coefficients WT,h,v,d(j). La donne´e
des coefficients Wh,v,d(k,l,j) et de leur variance σ(W(k,l,j)) permet de de´finir un domaine de
signification associe´ a` un niveau de confiance kσ(W(k,l,j)). Ce domaine de signification est de´limite´
par les trois masques boole´ens, Mh,v,d, respectivement, horizontal, vertical et diagonal tels que (4): Mh = {|Wh(k,l,j)| > kσW(k,l,j)}Mv = {|Wv(k,l,j)| > kσW(k,l,j)}
Md = {|Wd(k,l,j)| > kσW(k,l,j)}
(4.53)
Des approximations de re´solution croissante, F T(j), sont alors construites a` partir du dernier
lisse´ F T(J) jusqu’a` la carte en tempe´rature finale T̂, a` la re´solution 2
0. Pour cela, on construit
ite´rativement chaque approximation F T(j) a` partir des coefficients en ondelettes Wh,v,d, T(j+1) et
de l’approximation F T(j+1), en appliquant, d’une part, une contrainte de re´gularisation de Tikho-
nov aux coefficients non significatifs (6), d’autre part, une contrainte de limitation de la distance
entre coefficients significatifs de l’estimateur et coefficients associe´s aux variations spatiales des
approximations FT(j) (7): ‖Wh,v,d, T(j+1)−Wh,v,d,T(j+1)‖ < δσW, δ ∈ [0,1]. L’imple´mentation
de ces deux contraintes est similaire a` celle effectue´e dans l’algorithme de Jammal & Bijaoui.
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W    (j)F,h
W    (j)F,v
W    (j)F,d
W     (j)LF,h
W     (j)LF,v
W     (j)LF,d
^W    (j) = 0I,h
^W    (j) = 0I,h
^W    (j) = 0I,h
W   (j)  >
W   (j)  > 
W   (j)  > 
^W    (j)T,h
^W    (j) = T,h
(s)
^W    (j) =T,v
(s)
^W    (j) =T,d
(s)
^W    (j)  <T,v
(ns)
^W    (j)  <T,d
(ns)
W    (j)T,h
(s)
W    (j)T,v
(s)
W    (j)T,d
(s)
σW     (J)
σW     (J)
σW     (J)
σW     (J)
σW     (J)
σW     (J)
H
~
W    (J)
W    (J)
T,h
T,d
W    (J)T,v
W    (j)
W    (j)
W    (j)
T,h
T,v
T,d
W    (1)
W    (1)
W    (1)
T,h
T,v
T,d
+− σW     (J) +− σW     (j) +− σW     (1)
T (J) σT    (J−1)T (J−1) +− T (j−1) σT    (j−1)+− σT    (0)+−T (0)
εW^W    (j) −T,h ^W      (j)   <T,h
~
Gh
~
Gd
~
Gv
T^,h
^W    (j)T,v
^W    (j)T,d
W    (j)
M  (j) =  {                  }
M  (j) =  {                 }
M  (j) =  {                 }
h     
v    
d     
T^F    (J)
− α
T,h
T,v
T,d
=^W    (j)T,v
^W    (j)T,d
^W    (j)  < T,h
(ns)
[2]
[1]
[3] [4]
[5]
[6]
[7]
While
(n−1)(n) [8]
T^^(n)TF    (j−1)^
(n)
TF    (j) +
[9]
Fig. 4.8 – Algorithme de construction de la transforme´e en ondelettes des cartes de tempe´rature.
(1) Calcul des cartes de tempe´rature et cartes d’erreur a` toutes les e´chelles. (2) Calcul des coef-
ficients en ondelettes de Haar a` toutes les e´chelles. (3) Initialisation des coefficients de la trans-
forme´e de la carte finale. (4) Calcul du masque boole´en de´limitant le domaine de signification.
(5) Reconstruction ite´rative des approximations. (6) Contrainte de re´gularisation. (7) Contraintes
non-line´aires sur les coefficients significatifs et non-significatifs. (8) Boucle de calcul des coeffi-
cients a` l’e´chelle j. (9) Carte en tempe´rature finale.
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Fig. 4.9 – Superposition du diagramme de fluence associe´ a` l’algorithme de Coiman & Donoho a`
une dimension et du calcul d’un coefficient Wj a` l’e´chelle j obtenu par une combinaison line´aire
des approximations F(k) et F(k+2j) a` l’e´chelle j-1. Le coefficient Wj est obtenu a` partir de deux
approximations disjointes, non corre´le´es.
En particulier, la contrainte de Tikhonov (3.22) est applique´e en modifiant ite´rativenement les
coefficients non significatifs selon un algorithme de type Van-Cittert (cf. section 3.3.2).
4.3.3 Cartes d’erreur.
On peut grossie`rement re´sumer la construction des cartes en tempe´ratures T̂(k,l) a` la recons-
truction de l’image T̂(k,l) a` partir de la transforme´e en ondelettes de l’estimation T(k,l), dont
on aurait garde´ les coefficients significatifs, mais re´gularise´ les coefficients non-significatifs en leur
appliquant une contraite de Tikhonov. Vue sous cet angle, l’erreur d’estimation commise sur la
carte T̂(k,l) est alors majore´e par la fluctuation des coefficients significatifs. Pour une statistique
uniforme de K e´ve´nements par pixel, cette fluctuation est de´termine´e par la borne de Rao-Cramer
associe´e a` l’e´chelle j: σ2(j) = 1K4jF . L’ e´cart-type des coefficients est donc divise´e par 2 a` chaque
e´chelle. C’est pourquoi la fluctuation des coefficients significatifs associe´s a` l’estimation locale
T̂(k,l) est essentiellement due aux coefficients significatifs de plus haute re´solution associe´s au
pixel (k,l). On peut donc majorer l’erreur d’estimation commise dans un pixel (ko,lo) de la carte
T̂(k,l), en additionnant les variances σW (j,ko,lo) associe´es aux coefficients Wh,v,d(j,ko,lo), j e´tant
la plus haute re´solution du domaine significatif:
σ T(ko,lo) = 3 ∗ σW(j,ko,lo), (4.54)
La carte d’erreur σ T ainsi obtenue est indicative des fluctuations d’erreurs associe´es aux estima-
tions a` diffe´rentes e´chelles et permet par exemple une comparaison avec les re´sultats d’algorithmes
adaptatifs dans l’espace direct. Pour autant elle doit eˆtre interpre´te´e avec pre´caution parce que
l’information sur la taille de l’e´le´ment de re´solution qui a conduit a` l’estimation locale n’est pas
fournie. Par exemple une estimation locale T̂(k,l) = To±σ To peut eˆtre obtenue par des coefficients
a` grande e´chelle et ne fournit pas d’intervalle de confiance ni meˆme d’estimation de tempe´rature
dans l’e´le´ment de re´solution (k,l) a` l’e´chelle 0.
4.3.4 Imple´mentation de l’algorithme de spectroscopie.
Calcul des approximations.
La proce´dure de calcul des cartes en tempe´rature T(k,l,j) a` l’e´chelle j est sche´matise´e par
le diagramme 4.10. La liste des e´ve´nements (k,l,e) a pre´alablement e´te´ range´e dans un tableau
e´chantillonne´ en position (N1 × N2) et e´nergie (Ne). Puisque le plan focal EPIC est compose´
de trois came´ras, on dispose de trois listes d’e´ve´nements distinctes, et on constitue en fait trois
cubes d’e´ve´nements juxtapose´s (1). Un e´chantillonnage de 128×128×100 est ge´ne´ralement un bon
109
4.3 Algorithme multie´chelle
θ1 θ2
θ4 θ3
iP
X i−1
TmaxTmin
r min
r maxxmax~
xmin~
R2
R3
pi−θ
R1
θR4
r
T
Y
E
X
MOS 2
MOS 1
pn
Y
E
X
MOS 2
MOS 1
pn
PN  P N  BB
N  SS
N  FF
σT (k,l)
WVWH WD MH MV MD
(2) (3)
(1) (4)
vf (5) (6)
(8)(7)
(k,l) (k,l)
(9) (10)
(11)
L(r,T)
(12)
(13) (14)
T(k,l)
(15) (16)
k,l
Fig. 4.10 – Calcul des coefficients en ondelettes a` l’e´chelle a. (1) Cube d’e´ve´nements e´chantillonne´
en position (k,l) et e´nergie (e). (2) et (3) Spectre d’e´mission particules et fond astrophysique.
(4) Cube de re´ponses instrumentales, –facteur de “vignettage”–. (5) facteur de vignettage a` la
position (k,l). (6) Spectre d’e´mission de l’amas a` la tempe´rature T. (7) et (8) Spectres corrige´s
du facteur de vignettage. (9) Liste d’e´ve´nements a` la position (k,l). (10) Mode`le d’e´mission a` la
tempe´rature T. (11) Algorithme de recherche du maximum de la fonction de vraisemblance L(r,T).
(12) Bibliothe`que de mode`les d’e´mission du plasma intra-amas en fonction de la tempe´rature. (13)
et (14) Carte de tempe´rature et barres d’erreur a` l’e´chelle a. (15) et (16) Coefficients en ondelettes
horizontaux, verticaux et diagonaux et masques de signification associe´s.
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Fig. 4.11 – Images du haut, de gauche a` droite: Cartes de tempe´rature de A3921 sur 4 e´chelles
obtenues avec les came´ras MOS. Image du bas: Carte de tempe´rature finale (e´chelle de tempe´ratures
en keV).
compromis entre re´solution spatiale et statistique pour des sources e´tendues avec une statistique de
105 e´ve´nements. Cet e´chantillonnage correspond a` un pixel spatial de 14 secondes d’arc. En outre,
on constitue un autre tableau associe´ a` la re´ponse instrumentale locale, -facteur de vignettage-.
Ce tableau est e´chantillonne´ comme celui des e´ve´nements (4).
Pour calculer la valeur de tempe´rature associe´e au pixel (k,l) de la carte T(k,l,j) a` l’e´chelle j, on
de´finit un e´le´ment de re´solution de largeur a = 2j , centre´ en (k,l), et on extrait, d’une part la liste
e´chantillonne´e en e´nergie d’e´ve´nements contenue dans cet e´le´ment de re´solution (9), d’autre part
la re´ponse instrumentale locale moyenne ponde´re´e par la position de chaque e´ve´nement de la liste
extraite (5). La re´ponse instrumentale locale e´tant mode´lise´e, on peut ge´ne´rer un mode`le d’e´mission
F(k,l,e) du type (1.2) en additionnant la composante thermique S(e) (8) et les composantes de
fond astrophysique B(e) (3) et de particules P (e) (2). Les spectres S(e) et B(e) sont obtenues en
multipliant les spectres au foyer So(e) et Bo(e) (3 et 6) par la re´ponse instrumentale locale (5).
Le mode`le d’e´mission F(k,l,e) (10) peut alors eˆtre ite´rativement ajuste´ au mode`le en maximisant
la fonction de vraisemblance a` deux parame`tres L(r,T,e) (11) (cf. e´quation (4.37)). Pour cela, on
modifie la composante thermique S(e) associe´e au parame`tre de tempe´rature, en la se´lectionnant
dans une bibliothe`que de spectres (12) pre´alablement construite (cf. section 4.2.6). La fonction de
vraisemblance L(r,T,e) e´tant maximise´e pour les parame`tres ro et To, on calcule les variances σr
et σT des deux parame`tres en inversant la matrice de Fisher locale (cf. 4.38). La carte T(k,l,j)
(13) et la carte d’erreur σT(k,l,j) (14) sont finalement obtenues en re´ite´rant le processus sur tous
les pixels (k,l). Elles permettent de calculer les coefficients Wh,v,d,T(k,l,j) (15), de leur appliquer
un seuil de signification, puis de de´finir les limites du domaine significatif (16).
Application a` l’amas de galaxies A3921.
La figure 4.11 illustre la reconstruction multi-e´chelles d’une carte de tempe´rature du plasma
intra-amas pour l’amas de galaxies A3921. Cet amas, constitue´ de deux sous-groupes en interaction
(cf. figure 4.1), a e´te´ observe´ par le satellite XMM dans le cadre d’un programme d’observation
d’amas de galaxies en cours de coalescence. On a repre´sente´ les approximations {T(k,l,j)}j=0,J
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obtenues avec les came´ras MOS sur 4 e´chelles et la carte finale reconstruite a` partir du domaine si-
gnificatif de la transforme´e en ondelettes W T. Pour obtenir les cartes d’estimations {T(k,l,j)}j=0,J ,
on a ajuste´ un mode`le d’e´mission F(k,l,e) du type (1.2) avec une composante thermique S(T,e) et
deux composantes de fond P(e) et B(e). La bibliothe`que de spectres de la composante thermique
S(T,e) est constitue´e en fixant le de´calage vers le rouge, la densite´ de colonne d’hydroge`ne et la
me´tallicite´ a` z = 0.096, NH = 2.94 10
20cm−1 et Z = 0.3Z¯, respectivement. Les e´missivite´s NP et
NB des composantes de fond sont fixe´es en ajustant le mode`le F(k,l,e) a` l’ensemble des e´ve´nements,
la composante thermique associe´e a` la tempe´rature moyenne de l’amas e´tant suppose´e uniforme.
La statistique minimale pour proce´der a` l’estimation de tempe´rature a e´te´ fixe´e a` 1000 e´ve´nements
par e´le´ment de re´solution. La distribution d’e´missivite´ de l’amas de´croissant continuˆment du centre
de chaque sous-groupe vers les bords du champ de l’image, cette limite fixe a` chaque re´solution
un contour au-dela` duquel les tempe´ratures ne sont plus estime´es, –parties noires des images–. La
carte a` grande e´chelle permet de fixer la tempe´rature moyenne de l’amas a` 5.1±0.6keV . Les cartes
a` plus haute re´solution laissent apparaˆıtre de plus en plus de de´tails au fur et a` mesure que la
re´solution augmente. En particulier, on observe a` toutes les e´chelles une e´le´vation de tempe´rature
entre les deux sous-groupes, en accord avec l’estimation du rapport de durete´ de la figure (4.1).
Les tempe´ratures de cette re´gion interme´daire, qui correspond a` une zone de choc, -cf. section
2.1.1–, peuvent en effet atteindre voire de´passer 7 a` 8 keV. Enfin, la carte de plus haute re´solution
montre que la structuration en tempe´rature du coeur du sous-groupe central est assez perturbe´e.
Les cinq estimations {T(k,l,j)}j=0,5 contiennent donc des informations de nature distincte que la
carte finale regroupe au mieux en fonction de la statistique disponible.
Si la figure 4.11 montre l’inte´reˆt d’utiliser un algorithme adaptatif pour regrouper des informa-
tions a` diffe´rentes e´chelles, elle montre aussi qu’une grande partie de l’espace spatio-fre´quentiel est
inutilise´e par cet algorithme du fait de la statistique insuffisante a` haute re´solution. Ce de´faut est
duˆ a` l’inadaptation de l’e´chantillonnage des estimations a` la distribution de´missivite´ des amas qui
de´croˆıt fortement du centre au bord. Nous avons choisi d’e´chantillonner le plan du de´tecteur par
des grilles uniformes parce que ce choix est le plus simple et n’implique pas d’a priori. Ne´anmoins,
on peut s’interroger sur l’opportunite´ d’adapter l’e´chantillonnage du plan du de´tecteur aux va-
riations d’e´missivite´ des amas, qui peuvent atteindre plusieurs ordres de grandeur sur quelques
minutes d’arc.
4.3.5 Simulations d’observations.
Le comportement de l’algorithme de spectro-imagerie a e´te´ teste´ sur des observations simule´es
de deux types. Pour quantifier les erreurs d’estimation commises par l’approche multi-e´chelles,
nous avons simule´ l’e´mission d’un plama intra-amas a` deux dimensions localement isotherme et
e´tudie´ le comportement de l’algorithme en fonction de la statistique. De manie`re plus qualitative
nous avons par ailleurs simule´ l’observation d’un amas de galaxies en cours de coalescence dans
des conditions proches des observations re´elles, avec un mode`le d’e´mission multi-composantes dans
lequel les parame`tres caracte´ristiques du plasma sont projete´s dans le plan du ciel a` partir d’une
simulation nume´rique a` trois dimensions. Ces simulations sont de´taille´es dans l’article pre´sente´
dans la section 4.4.
Cas d’un mode`le d’e´mission isotherme a` deux dimensions.
La figure 7 de l’article de la section 4.4 illustre des cartes en tempe´ratures obtenues a` partir d’ob-
servations simule´es d’un plasma intra-amas isotherme, compose´ de quatre re´gions de tempe´ratures
distinctes. Le mode`le d’e´mission est un mode`le isotherme de type F(k,l,e) avec deux composantes
de fond d’e´missivite´ e´gale a` 5 photons par pixel, et une composante thermique localement variable
dont on fixe la tempe´rature a priori a` partir d’une distribution de tempe´rature T(k,l) quelconque.
Les observations sont simule´es en tirant au hasard dans chaque e´le´ment de re´solution (k,l,e) une
liste d’e´ve´nements constituant la re´alisation d’un processus de Poisson dont le parame`tre est donne´
par le mode`le d’e´mission F(k,l,e). La distribution d’e´missivite´ de l’amas est une gaussienne centre´e
au centre du champ, proche d’une distribution de type mode`le β. La distribution de tempe´rature
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du plasma est affiche´e sur l’image du haut a` gauche. Elle comprend un disque central a` 5 keV,
dans lequel on a pratique´ deux excisions pour placer deux re´gions elliptiques, respectivement a` 4
et 6 keV. La tempe´rature de la re´gion a` l’exte´rieur du disque central est de 3 keV. Cette ge´ome´trie
en e´missivite´ et tempe´rature se rapproche de celle d’un amas avec un fort gradient de tempe´rature
centre-bord, -5 keV dans sa re´gion centrale, 3 keV au bord-, comprenant par exemple une re´gion
de choc chaude et un coeur froid dans sa partie centrale. Trois observations ont e´te´ simule´es. Elles
correspondent a` des e´missivite´s totales de 105, 106 et 107 photons. On constate qualitativement
que les cartes sont restaure´es avec d’autant plus de de´tails que la statistique augmente: avec 105
photons seule la structure circulaire a` grande e´chelle de l’amas apparaˆıt, alors qu’avec 107 pho-
tons les quatre re´gions de tempe´ratures diffe´rentes sont bien distingue´es avec des bords francs
correspondant a` des structures a` petite e´chelle.
Pour e´tudier plus en de´tail le comportement de l’algorithme nous avons affiche´ sur la figure
8 les profils de tempe´rature correspondant aux coupes en pointille´s sur les cartes de la figure 7
ainsi que les erreurs d’estimation associe´es. On constate bien qu’en augmentant la statistique on
re´soud de manie`re significative les bords francs associe´s aux frontie`res du disque et des re´gions
elliptiques centrales. En effet, l’amplitude des barres d’erreur devient moins e´leve´e que celles des
variations de tempe´ratures de ces frontie`res. Mais on constate aussi que le profil obtenu avec
la statistique maximale de 107 photons n’est pas en accord avec le mode`le d’e´mission, qui sort
des barres d’erreur au voisinage des bords francs. Pour interpre´ter ce de´saccord, on a superpose´
aux profils de tempe´rature restaure´s de la figure 8, les profils issus des images associe´es aux deux
reconstructions de la transforme´e en ondelettes de l’image ayant servi de mode`le de distribution de
tempe´rature. La premie`re reconstruction a e´te´ obtenue apre`s un seuillage identique a` celui applique´
dans l’algorithme de spectro-imagerie. Elle se rapproche du mode`le initial. La seconde a aussi e´te´
obtenue avec le seuillage pratique´ dans l’algorithme de spectro-imagerie, mais apre`s avoir ponde´re´
les tempe´ratures associe´es aux diffe´rents e´le´ments de re´solution des approximations par l’e´missivite´
du plasma. Le profil de cette seconde solution se rapproche du profil obtenu par l’algorithme de
spectro-imagerie et est de fait inclus dans les barres d’erreur. La premie`re information livre´e par
ces comparaisons de profils est que le de´saccord constate´ entre le profil restaure´ par l’algorithme de
spectro-imagerie et le mode`le est duˆ a` l’algorithme multi-e´chelle et non a` un de´faut de l’algorithme
de spectroscopie.
En fait, le profil restaure´ est en accord avec le mode`le seuille´ et restaure´ avec une ponde´ration
des tempe´ratures, parce que l’algorithme de spectro-imagerie effectue une telle ponde´ration en
attribuant a` chaque e´le´ment de re´solution des cartes T(k,l,a) une tempe´rature proche de celle
du plasma dans les re´gions de plus forte e´missivite´ de l’e´le´ment de re´solution. La surestimation
des tempe´ratures du profil au voisinage des bords francs s’explique ici de la manie`re suivante.
D’une part la tempe´rature des diffe´rents e´le´ments de re´solution est surestime´e a` cause du profil
d’e´missivite´ qui favorise un e´talement de la tempe´rature du centre de l’amas (5 keV) par rapport
a` celle du bord (3 keV). Cette surestimation est en moyenne d’autant plus forte que la re´solution
de´croˆıt. D’autre part il existe un de´calage entre l’e´chelle de calcul des coefficients en ondelettes
WT(k,l,a) obtenus a` partir de l’approximation T(k,l,
a
2 ), et l’approximation T(k,l,a). Comme a`
chaque e´chelle les approximations T̂(k,l,a2 ) sont reconstruites a` partir d’une combinaison line´aire
des coefficients W T(k,l,a) et des approximations T̂(k,l,a), elles sont construites a` partir d’approxi-
mations T̂(k,l,a) dont l’amplitude est surestime´e par rapport a` l’amplitude des aproximations
ayant conduit au calcul des coefficients. Ainsi les variations d’e´missivite´ brisent la conservation du
flux du parame`tre T entre les e´chelles. Ce de´faut est duˆ a` la nature non line´aire de la transforme´e
construite inde´pendamment d’e´chelles en e´chelles. Il est d’autant plus fort que les e´le´ments de
re´solution incluent des re´gions de tempe´ratures distinctes avec un fort gradient d’e´missivite´.
Simulation nume´rique a` trois dimensions d’un amas en cours de coalescence.
Les figures 9 et 10 de l’article de la section 4.4 illustrent l’observation simule´e d’un amas de
galaxies, lui-meˆme se´lectionne´ dans une simulation nume´rique de formation des structures pour
eˆtre le sie`ge de processus de coalescence violents (Teyssier, 2002, voir aussi section 4.2.2). La
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figure 9 montre les distributions d’e´missivite´ et de tempe´rature projete´es du plasma intra-amas
d’un amas simule´ a` trois e´tapes de son processus de formation. Les aˆges de l’amas au cours de
ces trois e´tapes correspondent a` des redshifts de 0.13, 0.09 et 0.0, respectivement. On observe la
fusion de sous-groupes majeurs et d’autres sous structures en un seul amas a` z=0.0. Les processus
de chocs engendrent une e´le´vation de la tempe´rature globale de l’amas dans sa re´gion centrale par
rapport aux tempe´ratures initiale des sous-groupes. Une zone de compression chaude se de´veloppe
entre les deux sous-groupes a` z=0.09, puis des ondes de chocs se dispersent radialement apre`s la
fusion a` z=0.0, conduisant a` une structuration en tempe´rature tre`s perturbe´e du plasma.
Pour simuler une observation, l’amas a e´te´ replace´ a` une distance correspondant a` un redshift
de 0.2, de sorte qu’il devient visible dans son ensemble dans le champ de 30 minutes des came´ras
EPIC. Son e´missivite´ corrrespond a` celle que l’on obtiendrait avec une observation de 60 ks typique
d’une demande de temps “longue”. Les listes d’e´ve´nements ont e´te´ constitue´es par J.-L. Sauvageot
(CEA), a` partir d’un algorithme de type Monte-Carlo qui retrace le parcours de chaque photon
depuis une cellule de la simulation nume´rique jusqu’au plan du de´tecteur. Ce parcours prend
en particulier en compte la de´flexion des photons sur les miroirs en fonction de leur e´nergie,
conduisant a` une distribution spectrale S(e) qui suit la re´ponse instrumentale. Une composante
de fond particules P(e) uniforme a ensuite e´te´ ajoute´e au mode`le. L’inte´reˆt de cette simulation
est de se rapprocher au maximum des conditions d’observations re´elles, notamment en mode´lisant
les effets de projection qui conduisent a` un spectre d’e´mission thermique multi-composantes. Si
la qualite´ des images est de´grade´e par la statistique limite´e, on constate qualitativement un bon
accord entre les cartes en tempe´ratures restaure´es par l’algorithme de spectro-imagerie et les
distributions de tempe´rature de la simulation projete´es sur le plan du ciel. L’algorithme adaptatif
permet de bien re´soudre les structures proches du centre des sous-groupes ou l’e´missivite´ est la plus
e´leve´e, mais pas les structures des bords de champ ou` la statistique est trop faible. Les structures
caracte´ristiques des re´gions de chocs ainsi que les tempe´ratures absolues sont bien restitue´es malgre´
les effets de projection, ce qui est encourageant quant a` la capacite´ de cet algorithme de mettre en
e´vidence les structurations de tempe´rature caracte´ristiques des processus de fusion dans les amas
re´els.
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4.5 Conclusion.
Nous avons construit un algorithme de spectro-imagerie multi-e´chelles adapte´ a` la restauration
des variations de tempe´rature et d’entropie du milieu intra-amas. L’estimateur local utilise la
me´thode du maximum de vraisemblance et permet ainsi de be´ne´ficier de la re´solution spatiale
offerte par les spectro-imageurs EPIC. Nous avons ve´rifie´ que cet estimateur se comporte comme un
estimateur optimal atteignant la borne de Rao-Cramer dans les conditions courantes d’utilisation.
Il peut toutefois eˆtre fortement biaise´ dans les re´gions domine´es par les composantes de fond
et son utilisation dans de telles circonstances doit eˆtre valide´e au cas par cas. L’algorithme de
reconstruction multi-e´chelles est base´ sur le seuillage d’une transforme´e en ondelettes de Haar
redondante, qui est adapte´e a` la ge´ome´trie des grilles dans lesquelles on proce`de a` l’estimation
locale. Il n’existe pas au de´part de relation line´aire entre les coefficients a` diffe´rentes e´chelles, ce
qui ne´cessite d’introduire un processus de line´arisation. Du fait de cette non line´arite´ initiale, la
ponde´ration des estimations de tempe´rature par la distribution d’e´missivite´ peut conduire a` des
incohe´rences entre les estimations a` diffe´rentes e´chelles si les gradients de tempe´rature sont trop
forts, puis a` une mauvaise estimation du parame`tre final. En outre, les effets de projection ne sont
pas pris en compte dans l’estimation. Malgre´ ces re´serves, la simulation d’une observation d’amas
en cours de fusion dans des conditions proches des conditions re´elles a permis de montrer que cet
algorithme pouvait mettre en e´vidence de manie`re satisfaisante des structures caracte´ristiques des
processus de fusion dans le milieu intra-amas.
Si cet algorithme fournit de´ja des re´sultats satisfaisants dans sa version actuelle, nous pouvons
ne´anmoins en sugge´rer des ame´liorations en vue de de´veloppements futurs. Dans l’algorithme
d’imagerie, nous avons utilise´ l’ondelette de Haar parce que sa ge´ome´trie est adapte´e a` l’estima-
tion dans des grilles uniformes. Une autre fonction d’e´chelle conduisant a` une ondelette moins
discontinue pourrait toutefois diminuer quelques artefacts de reconstruction. Une de´convolution
de la PSF d’XMM pourrait aussi eˆtre envisage´e. En outre, nous avons discute´ du proble`me pose´
par les fortes variations d’e´missivite´ des amas de galaxies, a` la fois sur les erreurs d’estimation et
sur la non-prise en compte d’une grande partie de l’espace spatio-fre´quentiel. Ce proble`me pour-
rait eˆtre re´solu en adaptant l’e´chantillonnage a` l’e´missivite´ de l’amas. Toutefois, on introduirait
alors un a priori sur la ge´ome´trie. Dans l’algorithme de spectroscopie, nous avons suppose´ un
mode`le d’e´mission isotherme a` une composante thermique. Nous pourrions prendre en compte les
effets de projection en mode´lisant une superposition de structures isothermes de ge´ome´trie simple,
par exemple deux amas sphe´riques isotermes en cours de fusion. Par ailleurs, un estimateur de
me´tallicite´ devra eˆtre imple´mente´. Enfin, le temps de calcul de l’estimateur pourrait eˆtre sin-
gulie`rement re´duit en n’estimant qu’un seul parame`tre ou en projetant la bibliothe`que de spectres
dans une base de composantes principales.
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1.1 HCG 16 / Emission e´tendue dans un groupe compact.
Fig. 1.1 – Emission e´tendue du groupe compact HCG 16. Gauche: Distribution poissonienne de
photons dans la bande 0.2 - 7 keV. Droite: Distribution d’e´missivite´ du plasma restaure´e par
l’algorithme de Jammal & Bijaoui.
1.1 HCG 16 / Emission e´tendue dans un groupe compact.
Les groupes de galaxies sont des syste`mes moins massifs que les amas, constitue´s de quelques
dizaines de galaxies au plus. Ce sont des structures de taille interme´daire entre les galaxies et
les amas, pre´sentant des proprie´te´s varie´es suivant leur masse et leur e´tat d’e´volution. Si les
groupes pauvres en galaxies spirales sont ge´ne´ralement conside´re´s comme gravitationnellement
lie´s, cette proprie´te´ est de´battue dans les groupes de spirales. Comme dans les amas, c’est souvent
la de´tection d’une e´mission X diffuse du plasma entre les galaxies qui prouve que les groupes sont
gravitationnellement lie´s.
L’e´tude des groupes est inte´ressante dans le contexte de la formation des structures puisqu’ils
constituent l’e´tape interme´daire entre les galaxies et les amas. En outre, le plasma intergalactique
pre´sente des proprie´te´s particulie`res dans les groupes, favorisant l’e´tude des phe´nome`nes non gra-
vitationnels. Comme la masse des groupes est plus faible que celle des amas, la tempe´rature
d’e´quilibre du plasma pie´ge´ dans le potentiel gravitationnel est plus basse. En conse´quence, le
plasma intergalactique n’est pas comple`tement ionise´ dans les groupes et son spectre d’e´mission
se caracte´rise par une contribution relative des raies par rapport au rayonnement de freinage plus
importante que dans les amas. Par ailleurs la dispersion de vitesse du gaz e´tant plus faible que dans
les amas, la dynamique du gaz est plus sensible aux interactions avec les galaxies. L’e´missivite´ du
plasma intra-groupe a e´te´ e´tudie´e dans une trentaine de groupes brillants en X observe´s a` l’aide
du satellite ROSAT par Heldson & Ponman (2000). Les auteurs ont montre´ que le milieu intra-
groupe est caracte´rise´ par une distribution d’e´missivite´ plus plate que le milieu intra-amas et une
relation tempe´rature-luminosite´ beaucoup plus pentue, LX ∝ T4.9. Le potentiel gravitationnel des
groupes e´tant moins profond dans les groupes que dans les amas, ces proprie´te´s s’interpre`tent par
une contribution plus importante des phe´nome`nes non gravitationnels a` l’augmentation d’e´nergie
interne du plasma. En particulier, les vents galactiques sont suppose´s augmenter l’entropie du
plasma avant l’effondrement gravitationnel.
Le groupe de galaxies HCG16 est un groupe compact constitue´ de sept galaxies spirales. Outre
l’e´missivite´ X des galaxies actives du groupe, une e´mission diffuse perturbe´e avait e´te´ de´tecte´e
loin des galaxies avec des donne´es ROSAT/PSPC par Ponman et al. (1999) et Dos Santos &
Mamon (1999). Cet amas a constitue´ l’une des toutes premie`res cibles du satellite XMM-Newton.
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L’e´missivite´ des galaxies actives du groupe a e´te´ e´tudie´e par Turner et al. (2001) et celle de la
composante diffuse par Belsole et al. (2003). Dans cette dernie`re e´tude l’algorithme de Jammal &
Bijaoui a e´te´ utilise´ pour restaurer la distribution spatiale de l’e´missivite´ du plasma a` partir de la
liste d’e´ve´nements poissonnienne obtenue avec les came´ras MOS1 et MOS2. L’e´mission des galaxies
e´tant particulie`rement intense par rapport a` l’e´mission diffuse, – plus de trois ordres de grandeur
d’e´cart–, l’application de l’algorithme ge´ne´rait des artefacts de seuilllage dus a` la contribution des
galaxies a` basse fre´quence, dont l’amplitude e´tait comparable a` celle de l’e´mission e´tendue. Pour
supprimer ces artefacts, la contribution des galaxies a e´te´ soustraite avant de proce´der au lissage,
puis re´introduite sur le re´sultat final. Une e´mission diffuse elliptique de gaz chaud entourant le
sous-groupe a alors e´te´ mise en e´vidence (cf. fig. 1.1). Cette structure est beaucoup plus re´gulie`re
que la distribution des galaxies ou que la structure de´tecte´e par Dos Santos & Mamon avec les
donne´es ROSAT. Ce re´sultat est duˆ a` la meilleure sensibilite´ d’XMM qui a permis d’identifier
puis d’extraire des sources ponctuelles, mais aussi a` la technique de lissage employe´e. En effet
Dos Santos & Mamon avaient utilise´ un algorithme de lissage adaptatif imple´mente´ avec un seuil
de signification plus e´leve´ que la variance de la distribution poissonnienne associe´e a` l’e´mission
e´tendue. La distribution elliptique du gaz mise ainsi en e´vidence a permis d’isoler spatialement
la re´gion centrale ou` l’e´missivite´ du plasma domine le fond et d’en extraire le spectre d’e´mission.
Une tempe´rature de 0.49 keV et une me´tallicite´ de 0.07 Z¯ ont e´te´ obtenues par ajustement. Le
rapport luminosite´-tempe´rature est en accord avec la loi auto-similaire observe´e par Heldson &
Ponman pour les groupes de galaxies (cf. fig. 6 de l’article de Belsole et al.).
Le fait que la structure e´tendue soit re´gulie`re et de´tecte´e a` grande distance du centre des
galaxies actives (135 kpc) tend a` prouver que le groupe constitue´ exclusivement de spirales, est
gravitationnellement lie´, ce qui rouvre le de´bat sur l’e´tat dynamique de ce type d’amas. Peut-eˆtre
constitue-t-il un cas exceptionnel de groupe en train de se relaxer apre`s une formation re´cente,
dans lequel les galaxies de type tardif n’ont pas interagi longtemps avec le plasma.
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2.1 Deux amas de galaxies bi-modaux en coalescence: Abell
3921 et Abell 1750
Les amas de galaxies Abell 3921 et Abell 1750 ont e´te´ observe´s durant le temps garanti XMM
dans le cadre d’un programme d’observation d’amas en coalescence (P.I. J.-L. Sauvageot, CEA).
Ils ont e´te´ se´lectionne´s a` partir d’observations ROSAT pour leur morphologie bimodale et leur
extension spatiale couvrant le champ angulaire de 30 minutes d’arc des came´ras EPIC. Dans une
configuration ou` les deux sous-groupes de chaque amas chutent l’un sur l’autre, on s’attendait en
particulier a` mettre en e´vidence une onde stationnaire de compression se de´veloppant a` e´gale dis-
tance des coeurs de chaque sous-groupe, caracte´rise´e par une structure en barre avec une e´le´vation
significative de la tempe´rature du gaz. Ces amas sont paralle`lement e´tudie´s en optique dans le
cadre d’un programme d’observation multi-longueurs d’onde (P.I. S. Maurogordato, OCA). La
cartographie des distributions de tempe´rature du plasma a clairement mis en e´vidence les ondes
de compression attendues, mais dans le cas d’Abell 3921 il ne s’agit sans doute pas d’une configura-
tion ou` les deux groupes chutent l’un sur l’autre. Dans le cas d’Abell 1750, on observe en outre des
ondes de choc dans l’un des sous-groupes, probablement associe´es a` des processus de coalescence
ante´rieurs au processus actuel. Dans chaque cas, c’est une analyse conjointe des distributions de
tempe´rature et d’entropie du plasma a` deux dimensions et des profils de densite´ et de tempe´rature
a` une dimension de chaque sous-groupe qui a permis d’e´laborer la dynamique du sce´nario probable
de coalescence (Belsole et al., 2004).
2.1.1 A3921
Distribution de tempe´rature du plasma
L’amas de galaxies Abell 3921 est constitue´ de deux sous-groupes en coalescence se´pare´s de
1,2 Mpc (ho = 0.5) et dont le rapport de masse est de l’ordre de
1
2 a`
1
2.5 (Ferrari et al., 2004). La
figure 2.1 est une superposition de la distribution de tempe´rature et des isocontours d’e´missivite´
du plasma intra-amas. Le de´tail de l’analyse multie´chelle qui a conduit a` la carte de tempe´rature
est discute´ dans la section 4.3.4 de la partie II.
La structure bimodale de l’amas apparaˆıt clairement a` grande e´chelle. On distingue un groupe
principal de forme elliptique re´gulie`re et un groupe plus perturbe´ au Nord-Ouest 1, lui-meˆme com-
pose´ de deux sous-groupes se´pare´s par une de´pression. La morphologie ge´ne´rale de la distribution
de gaz co¨ıncide remarquablement avec la distribution de la densite´ nume´rique de galaxies (Ferrari
et al., 2004), avec son groupe principal oriente´ Est-Ouest et un sous-groupe plus perturbe´ oriente´
Sud-Ouest/Nord-Est. Par ailleurs les trois pics de densite´ X correspondent aux trois galaxies les
plus brillantes de l’amas.
La carte de tempe´rature met en e´vidence une barre de compression entre les deux sous-groupes,
caracte´rise´e par une e´le´vation significative de tempe´rature. La tempe´rature moyenne du gaz est
de 5 keV dans le groupe principal, tandis qu’elle s’e´le`ve a` 8 keV dans la barre de compression.
Correspondant a` un nombre de Mach de M = 1.6, la vitesse du gaz choque´ de part et d’autre de
l’onde de compression est de l’ordre de 840 km.s−1 (cf. equation (4.9)). On observe par ailleurs
que la distribution de tempe´rature dans la re´gion centrale du groupe principal est tre`s perturbe´e
et que le profil radial de tempe´rature de ce meˆme groupe de´croˆıt fortement de 5 a` 3.5 keV dans
la partie Est oppose´e a` l’onde de compression. La distribution perturbe´e de la tempe´rature dans
la re´gion centrale et l’absence de courant de refroidissement montrent que le plasma n’est pas
relaxe´ dans le groupe principal. Par ailleurs les simulations nume´riques semblent montrer que
des profils en tempe´rature de´croissant fortement s’observent plutoˆt dans les amas en interaction.
Une forte e´le´vation de tempe´rature (kT > 8keV ) est enfin constate´e dans la de´pression se´parant
les deux sous-groupes au Nord-Ouest. Une source radio e´tant localise´e dans la de´pression, une
interpre´tation possible serait que la de´pression s’est de´veloppe´e autour de la source, le gaz e´tant
e´jecte´ radialement par la pression de radiation de la source. Son e´le´vation de tempe´rature pourrait
1. Les conventions utilise´es pour les points cardinaux sont celles de la sphe`re ce´leste qui est usuellement vue de
l’inte´rieur contrairement a` la sphe`re terrestre. L’axe Nord-Sud reste le meˆme, mais l’Est et l’Ouest sont inverse´s.
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Fig. 2.1 – Coalescence bimodale de deux sous-groupes dans l’amas de galaxies Abell 3921. Distri-
bution de tempe´rature (keV) et isocontours d’e´missivite´ (e´chelle logarithmique). Pour un de´calage
spectral de z = 0.094 et avec Ho = 75km.s
−1.Mpc−1, ΩM = 0.3, et ΩΛ = 0.7, 5 minutes d’arc
correspondent a` 489 kpc.
alors s’expliquer par la compression de la coquille de gaz en expansion autour de la source, ou
encore par une e´missivite´ non thermique en partie due a` la source elle-meˆme. Si la contribution
de la source n’est pas a` exclure, il semble cependant que l’extension de la de´pression et de la zone
chaude soient trop importantes pour n’eˆtre imputables qu’a` la seule source.
Sce´nario de coalescence.
Le sce´nario de coalescence de l’amas peut-eˆtre interpre´te´ en comparant les observables de
spectro-imagerie X avec des simulations nume´riques d’une part et des observations optiques obte-
nues par Ferrari et al. (2004) d’autre part. Une premie`re information de´livre´e par les observations
optiques est que l’axe joignant les deux groupes en coalescence est quasiment dans le plan du ciel.
Ce re´sultat s’observe qualitativement en constatant que la dispersion des composantes radiales
de vitesse des galaxies de chaque groupe est gaussienne et ne pre´sente aucune signature d’effets
de coalescence, alors que l’e´tat dynamique du milieu intra-amas montre que les groupes sont en
interaction. Les deux groupes en coalescence e´tant aligne´s sur le plan du ciel, il est facile de com-
parer la distribution de tempe´rature du plasma avec les pre´dictions de simulations nume´riques. On
observe que l’onde de compression qui s’est de´veloppe´e entre les deux groupes n’est pas orthogo-
nale a` l’axe joignant leurs centres respectifs. Ce re´sultat exclut a priori l’hypothe`se d’une collision
avec un parame`tre d’impact nul dans laquelle les deux groupes sont en train de chuter l’un sur
l’autre. La comparaison de la distribution de tempe´rature observe´e avec des simulations d’amas en
coalescence bimodale (Ricker & Sarazin, 1995) montre que cette configuration peut par contre s’in-
terpre´ter dans le cas d’une diffusion de parame`tre d’impact non nul, les sous groupes e´tant de´vie´s
l’un par l’autre en ge´ne´rant une onde de compression du gaz en forme de “Z” a` leur interface,
aligne´e avec la direction de de´viation. Le groupe Nord-Ouest aurait donc e´te´ diffuse´ par le groupe
principal et s’en e´loignerait maintenant en direction du Nord. Notons que sous cette hypothe`se, la
forte e´le´vation de tempe´rature observe´e au Nord du groupe Nord-Ouest pourrait constituer une
onde de choc en avant du groupe. La torsion de l’onde de compression s’interpre`terait alors par
le fait que sa partie Ouest continue a` se propager librement vers le Nord en avant du sous-groupe
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Nord-Ouest alors que sa partie Est s’est arreˆte´e au contact du groupe principal. Une e´chelle de
temps de la diffusion des deux goupes infe´rieure a` 0.6 milliard d’anne´es pourrait alors eˆtre estime´e
a` partir de la vitesse de propagation de l’onde de choc, vc = 840km.s
−1, dont la torsion se serait
de´roule´e sur une distance de l’ordre de la longueur de la barre centrale du “Z”: 0.5 Mpc.
Ce sce´nario de coalescence est concordant avec l’analyse des observations optiques de Ferrari
et al. (2004). En effet, les auteurs ont compare´ les distributions de densite´ de galaxies et de gaz du
groupe Nord-Ouest et montre´ que le pic de densite´ de galaxies est le´ge`rement de´cale´ au Nord-Est
du pic de densite´ de gaz. On s’attend en effet a` ce que la composante non collisionnelle de matie`re
du groupe Nord-Ouest (matie`re noire + galaxies) soit en avance par rapport a` la distribution de
gaz dans le mouvement d’e´loignement. En outre, les auteurs ont cherche´ les solutions cine´matiques
envisageables pour obtenir la distribution bimodale de vitesses de galaxies observe´e dans le cas
d’un proble`me a` deux corps. Ils ont montre´ que le sce´nario le plus probable est celui dans lequel
les deux groupes aligne´s dans le plan du ciel sont en train de s’e´loigner apre`s s’eˆtre croise´s il y
a 0.25 milliard d’anne´es, ce qui est cohe´rent avec les e´chelles de temps donne´es par l’analyse de
la dynamique du plasma intra-amas. Enfin ils ont montre´ que la re´gion ou` se de´veloppe l’onde
de compression est caracte´rise´e par un exce`s significatif du nombre de galaxies a` fort taux de
formation d’e´toiles, phe´nome`ne imputable a` l’interaction des galaxies avec le plasma choque´ sur
des e´chelles de temps courtes (0.1 milliard d’anne´es) correspondant aux e´chelles de temps du
sce´nario global.
2.1.2 A1750
L’amas de galaxies Abell 1750 est un amas en coalescence bimodale, constitue´ de deux sous-
groupes de masses voisines, deja oberve´ par les satellites Einstein (Forman, 1981), ROSAT et
ASCA (Novicki, 1998, Donnelly, 2001). Donnelly et al. avaient a` la fois analyse´ la dispersion
de vitesses des galaxies de chaque sous-groupe a` partir d’observations spectrographiques au Las
Campanas Observatory et cartographie´ la distribution de tempe´rature du plasma intra-amas a`
partir d’observations ROSAT et ASCA. Les auteurs avaient montre´ que les dispersions de vitesses
des deux sous-groupes e´taient caracte´ristiques de deux syste`mes isole´s, avec une diffe´rence de
vitesse radiale de l’ordre de 1300 km.s−1. Par ailleurs, une e´le´vation de tempe´rature du plasma
de l’ordre de 30 % avait e´te´ identifie´e a` l’interface des deux sous-groupes, ainsi qu’une faible
e´le´vation de densite´ par rapport a` une configuration ou` les deux sous-groupes seraient isole´s. Les
auteurs avaient conclu au de´veloppement d’une re´gion de choc de compression en de´but de phase
de coalescence. La sensibilite´ et la re´solution spatiale du satellite XMM-Newton ont permis a`
Belsole et al. (2004) de confirmer et d’affiner ce sce´nario dans le cadre d’une analyse de´taille´e des
distributions spatiales d’e´missivite´, de tempe´rature et d’entropie du plasma intra-amas.
La figure 2.2 repre´sente les distributions spatiales de tempe´rature et d’entropie de l’amas,
avec les isophotes d’e´missivite´ superpose´es. Une carte d’erreur ainsi qu’une comparaison des
re´sultats de notre algorithme de spectro-imagerie avec ceux obtenus en utilisant un algorithme
d’e´chantillonnage adaptatif sont visibles a` la page 8 de l’article de Belsole et al.. Les distributions
de tempe´rature et d’e´missivite´ permettent globalement de distinguer trois re´gions principales:
– Le sous-groupe Nord, le moins massif et le plus froid, caracte´rise´ par une distribution de
tempe´rature le´ge`rement perturbe´e.
– Une re´gion de compression chaude a` l’interface des deux sous-groupes.
– Le sous-groupe central 2, caracte´rise´ par une distribution de tempe´rature fortement per-
turbe´e.
Les tempe´ratures de chacune de ces re´gions ont e´te´ estime´es a` partir de listes d’e´ve´nements
extraites de la liste globale (cf. fig. 3 et 4 de l’article de Belsole et al.). Elles sont respectivement de
3.87± 0.1, 2.84± 0.1 et 5.12± 0.7 keV. La distribution de tempe´rature du sous-groupe central est
elle-meˆme se´parable en une re´gion fortement perturbe´e a` l’Est et une re´gion relativement isotherme
2. Cette de´nomination suit celle de Beers et al. (1991) qui ont identifie´ en optique un troisie`me sous-groupe moins
massif au Sud des deux premiers, hors du champ de vue de cette observation.
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a` l’Ouest. Les auteurs ont e´tabli des profils annulaires d’e´missivite´, de tempe´rature et d’entropie
du sous-groupe Nord et des re´gions Est et Ouest du sous-groupe central.
Le sce´nario de coalescence global est celui propose´ par Donnelly et al., dans lequel un front
de choc caracte´rise´ par une le´ge`re e´le´vation de tempe´rature se forme a` l’interface des deux sous-
groupes au de´but d’une phase de coalescence. La tempe´rature de la re´gion choque´e est de kT =
5.12 ± 0.7 keV, correspondant a` une e´le´vation de tempe´rature de 40 a` 90 % par rapport a` la
tempe´rature moyenne des re´gions de part et d’autre du choc (kT = 3.10 ± 0.14keV ). Puisqu’il
s’agit de deux groupes de masses sensiblement e´gales la re´gion de choc est quasiment au repos,
proche du centre de masse de la collision. L’application des conditions de saut d’Hugoniot-Rankine
permet de de´terminer le facteur de compression puis le nombre de Mach du choc, M = 1.64 (cf.
e´quation (4.10)). La vitesse relative des deux groupes, de´duite de l’e´quation (4.9) avec vc = 2×∆vs,
est de 1400km.s−1. Cette valeur proche de l’e´cart moyen de dispersion de vitesses des galaxies
de chaque sous-groupe sugge`re que l’axe de la collision est voisin de la ligne de vise´e. Dans cette
configuration la distance de se´paration entre les sous-groupes est inconnue. L’e´tat d’avancement de
la coalescence compare´ aux simulations nume´riques de Ricker & Sarazin (2001) sugge`re ne´anmoins
qu’elle est supe´rieure a` la distance projete´e de 675 h−1 kpc, –c’est-a`-dire que les sous-groupes ne
sont pas dans un plan orthogonal a` la ligne de vise´e–, mais qu’elle est infe´rieure au rayon Viriel
du sous-groupe Nord. Ces deux valeurs limites permettent d’estimer que les deux sous-groupes se
croiseront dans 0.5 a` 1.3 milliards d’anne´es.
Les distributions et profils de tempe´rature du sous-groupe Nord sont caracte´ristiques d’un
amas relaxe´ e´ventuellement le´ge`rement perturbe´ par l’interaction. Les profils de tempe´rature et
d’e´missivite´ e´voquent la possibilite´ d’un courant de refroidissement central. Les auteurs ont discute´
cette hypothe`se en e´valuant l’e´ventuel temps de refroidissement et les possibilite´s d’une e´missivite´
multiphase du plasma au coeur du sous-groupe. Il s’agirait le cas e´che´ant d’un faible courant de
matie`re, mais cette interpre´tation n’est pas de´finitive parce qu’elle ne prend pas en compte l’in-
fluence d’une structure au Nord du sous-groupe non visible dans le champ de vue de l’observation.
Le sous-groupe central, dont la distribution de tempe´rature est fortement perturbe´e, n’est pas
relaxe´. Les auteurs avancent un faisceau d’indices sugge´rant qu’il a probablement subi des processus
de coalescence violents ante´rieurs au processus en cours entre les deux sous-groupes principaux.
Ces indices sont la mise en e´vidence d’une discontinuite´ de densite´ associe´e a` la propagation
d’une onde de choc, la variation d’orientation des isophotes de densite´, l’absence de courant de
refroidissement et l’exce`s d’entropie dans la re´gion centrale. Cet exce`s a e´te´ mis en e´vidence en
comparant l’allure du profil d’entropie du sous-groupe central avec celle des profils autosimilaires
observe´s dans les amas relaxe´s (cf. figure 12 de l’article de Belsole et al.). Ce type d’exce`s est
pre´vu dans les amas ayant subi des processus de coalescence par les simulations nume´riques de
Ricker & Sarazin (2001) et Ritchie & Thomas (2002). Il est duˆ a` la contribution de mouvements
de convection qui rame`nent le gaz choque´ des re´gions externes vers les re´gions centrales et subsiste
pendant des e´chelles de temps bien plus longues que les temps de traverse´e des amas. L’allure
perturbe´e de la distribution d’entropie du sous-groupe central est en accord avec ce sce´nario.
Les auteurs ont ainsi pu mettre en e´laborer un double sce´nario de coalescence, avec d’une part
la collision des deux sous-groupes qui devraient se rencontrer dans environ un milliard d’anne´es
et d’autre part un sous-groupe central non relaxe´ re´sultant de processus de coalescence datant
de un a` deux milliards d’anne´es. Ce sce´nario de collisions multiples est d’autant plus probable
que l’environnement de l’amas de galaxies Abell 1750 est relativement dense. En effet, on observe
a` plus grande e´chelle que les trois sous-groupes constitutifs de l’amas sont aligne´s avec d’autres
structures sugge´rant une configuration filamentaire, elle meˆme membre d’un super-amas.
2.2 Ecarts a` l’isothermalite´ dans un amas massif: Abell 2163
Situe´ a` z = 0.201, l’amas de galaxies A2163 est un amas riche (NAbell = 119 galaxies) et massif,
par ailleurs tre`s lumineux en X (LX = 6.10
4 ergs) et exceptionnellement chaud. Sa morphologie
X est re´gulie`re mais pre´sente des asyme´tries prononce´es avec une orientation ellipso¨ıdale variant
avec le rayon et une compression des isophotes au Sud-Ouest.
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Fig. 2.2 – Abell 1750. Distributions de tempe´rature (Gauche) et d’entropie du plasma obtenues
avec les came´ras EPIC-MOS. (Belsole et al., 2004). Pour un de´calage spectral de z = 0.086 et
avec Ho = 75km.s
−1.Mpc−1, ΩM = 0.3, et ΩΛ = 0.7, 5 minutes d’arc correspondent a` 451 kpc.
Elbaz et al. (1995) ont e´value´ sa tempe´rature moyenne a` kT = 14.6 keV a` partir de donne´es
ROSAT-PSPC. Sous l’hypothe`se d’e´quilibre hydrostatique, ils ont de´duit une masse totale de
4.6×1015M¯ et une fraction de baryons de 0.3. Ces valeurs sont exceptionnellement e´leve´es, meˆme
pour un amas massif. A titre de comparaison, l’amas de Coma a une masse totale de 1.4×1015M¯ et
une tempe´rature moyenne de kT = 8keV . Les auteurs ont discute´ des implications cosmologiques
qu’auraient ces valeurs si elles e´taient fre´quemment observe´es dans les amas massifs. En particulier,
une fraction de baryons trop e´leve´e est en de´saccord avec le mode`le de formation des structures
domine´ par la matie`re sombre froide. Mais ils ont aussi mentionne´ que cet amas pre´sentait les
proprie´te´s d’un amas massif ayant re´cemment subi des collisions par des sous-groupes et n’e´tant
pas encore relaxe´. Ces proprie´te´s sont les suivantes:
– la variation de l’orientation ellipso¨ıdale avec le rayon, similaire a` celle des amas post-fusion
non relaxe´s obtenus dans les simulations nume´riques (Schindler & Muller, 1993);
– la vitesse de dispersion e´leve´e et la distribution perturbe´e des galaxies (Soucail, 1995);
– le de´calage entre la position du centro¨ıde X et celle de la galaxie la plus brillante de l’amas;
– la pre´sence d’un halo radio lumineux et e´tendu, caracte´ristique des amas massifs ayant subi
des coalescences de sous-groupes re´centes (Feretti, 2001);
– l’absence de courant de refroidissement central;
– la forte de´croissance de la tempe´rature X avec le rayon (Markevitch (1994));
Dans ces conditions, si l’amas A2163 reste tre`s chaud et tre`s massif, le caracte`re exceptionnel
des proprie´te´s observe´es est sans doute en partie duˆ au caracte`re non relaxe´ de l’amas. En effet,
on a vu que les processus de fusion sont caracte´rise´s par des phases de fortes e´le´vation de la
tempe´rature moyenne du plasma avant la dissipation des ondes de choc (cf. Ricker & Sarazin,
2002, section 4.2.1). Par ailleurs, Markevitch et al. (1994) ont discute´ le fait que la masse totale et
la fraction de baryons de´duites dans cet amas sous l’hypothe`se d’e´quilibre hydrostatique pouvaient
eˆtre sure´value´es. En effet, avant la relaxation la distribution de vitesse du gaz reste perturbe´e et
d’amplitude plus e´leve´e qu’a` l’e´quilibre, impliquant un exce`s de gaz a` grand rayon. Par ailleurs le
profil de tempe´rature ne semble pas isotherme.
Nous avons cartographie´ la distribution de tempe´rature de l’amas de galaxies A2163 a` partir de
donne´es EPIC-MOS obtenues dans le cadre du temps garanti XMM (P.I. M. Arnaud, CEA). Cette
distribution confirme a` la fois la valeur e´leve´e de la tempe´rature moyenne (T ' 14keV ) du gaz
mais aussi la nature non relaxe´e de l’amas, en mettant en e´vidence des variations de tempe´rature
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Fig. 2.3 – Carte de tempe´rature de la re´gion centrale de l’amas de galaxies Abell 2163. (1) Su-
perposition la distribution d’e´missivite´ X. (2) Superposition avec la distribution d’e´missivite´ radio
(Feretti, 2001.). Pour un de´calage spectral de z = 0.201 et avec Ho = 75km.s
−1.Mpc−1, Ωm = 0.3,
et ΩΛ = 0.7, 5 minutes d’arc correspondent a` 927 kpc.
d’amplitude exceptionnelle (8 < T < 20keV ). La partie centrale de l’amas est entoure´e d’un grand
arc chaud au Nord-Est (T ' 20keV ), tandis qu’une petite re´gion tre`s froide (T ' 8keV ) est
observable au Sud-Ouest, au-dessus de la re´gion de compression des isophotes de densite´ de gaz
(cf. fig. 2.3, carte (1)). Ces re´sultats sont en accord avec ceux obtenus par Markevitch (2001) avec
le satellite Chandra. Disposant d’une meilleure re´solution spatiale en e´missivite´, les auteurs ont
mentionne´ la possible corre´lation de la re´gion froide avec un pic d’e´missivite´ X. Ils ont interpre´te´
cette structure comme un coeur froid issu d’un sous groupe re´cemment accre´te´. Quant a` l’arc
chaud, il s’agit probablement d’une onde de choc radiale. Notons que sa contribution a` l’e´le´vation
de la tempe´rature moyenne de l’amas est tre`s importante. Les auteurs ont par ailleurs mentionne´
que la morphologie de l’arc chaud e´tait fortement corre´le´e avec celle du halo radio observe´ par
Feretti (2001), ce que nous confirmons (cf. fig. 2.3, carte (1)). Les halos radios sont en effet suppose´s
eˆtre dus au rayonnement synchrotron d’e´lectrons relativistes acce´le´re´s par les processus de chocs
dans les amas massifs.
Contrairement au cas des amas en fusion bimodale A3921 et A1750, il est difficile d’e´tablir
un sce´nario de fusion pour l’amas A2163 parce que les sous-groupes ont deja fusionne´ et sont
alors difficilement discernables. Si une onde de choc et un coeur froid sont clairement mis en
e´vidence, la ge´ome´trie du proble`me est difficile a` e´tablir a` cause des effets de projection et du peu
d’informations disponibles concernant la distribution des galaxies dans la re´gion centrale.
Ces re´sultats EPIC-MOS sont encore pre´liminaires en particulier a` cause de la difficulte´ a`
mode´liser le fond astrophysique dans cet amas. Pratt et al (2001) ont en effet montre´ que la
composante de fond diffus e´tait tre`s e´leve´e dans cette re´gion du ciel et influait beaucoup sur
l’estimation de la tempe´rature moyenne de l’amas sur les bords de champ. Nous n’avons pas
discute´ de la forte de´croissance en tempe´rature visible a` grand rayon sur la carte (2.3), parce que
nous ne sommes pas encore en mesure de la certifier avant d’avoir inte´gre´ d’autres observations
sur les bords de champ.
143
144
Conclusion
145
Dans le but d’e´tudier les proprie´te´s du milieu intergalactique dans le cadre de la formation des
amas et des groupes de galaxies, nous avons pre´sente´ des algorithmes d’imagerie et un algorithme
de spectro-imagerie destine´s a` restaurer la distribution spatiale des parame`tres physiques θ du
plasma intervenant dans le processus d’e´missivite´. Ce travail a e´te´ applique´ aux spectro-imageurs
EPIC e´quipant le foyer du te´lescope XMM-Newton.
Pour restaurer la distribution spatiale d’e´missivite´ du plasma, θ = LX , nous avons compare´
divers algorithmes adaptatifs de de´bruitage et discute´ des avantages des algorithmes utilisant
la transforme´e en ondelettes et l’analyse spatio-fre´quentielle: de´composition du signal en ses va-
riations, possibilite´ de construire des algorithmes redondants et ite´ratifs. Nous avons finalement
adopte´ un algorithme spe´cialement adapte´ aux processus de Poisson a` faible statistique, dans le-
quel la distribution spatiale du parame`tre de Poisson est restaure´e en se´lectionnant les coefficients
d’une transforme´e en ondelettes de Haar dont l’amplitude de´passe un seuil de signification. Ce
seuil est de´termine´ en fonction de la densite´ de probabilite´ the´orique des coefficients associe´s a` un
processus de Poisson stationnaire (Jammal & Bijaoui, 2000). Le calcul de densite´ de probabilite´ a
e´te´ rendu possible graˆce a` l’utilisation de l’ondelette de Haar qui permet d’imple´menter facilement
une dualite´ entre une statistique de comptage multire´solution dans l’espace direct et une analyse
variationnelle dans l’espace temps-fre´quence.
Cette expertise nous a conduit a construire un algorithme de spectro-imagerie destine´ a` res-
taurer les distributions spatiales d’entropie et d’e´missivite´ du plasma intra-amas. Sur le meˆme
principe que dans l’algorithme de Jammal & Bijaoui, on commence par estimer localement les
parame`tres a` partir d’une statistique de comptage multire´solution dans l’espace direct, puis on
restaure les variations spatiales de l’estimateur en se´lectionnant les coefficients en ondelettes de
Haar dont l’amplitude de´passe un seuil de signification vis-a`-vis de la densite´ de probabilite´ des
coefficients associe´s a` un processus stationnaire. Ici, cette densite´ est suppose´e gaussienne et sa va-
riance est de´termine´e en fonction de la variance de l’estimateur. Cet estimateur utilise la me´thode
du maximum de vraisemblance et se comporte comme un estimateur optimal dans le domaine
d’utilisation de l’algorithme. Il prend en compte la re´ponse instrumentale locale de l’instrument,
ainsi que la nature multicomposante du mode`le d’e´mission. L’algorithme a e´te´ teste´ sur des obser-
vations simule´es proches des conditions re´elles, en particulier a` l’aide d’une simulation nume´rique
d’amas en cours de coalescence. Ces re´sultats ont prouve´ son aptitude a` mettre en e´vidence de
manie`re satisfaisante les principales structures caracte´ristiques attendues dans les amas en coales-
cence, –fronts de choc, coeurs froids, gradient de tempe´rature centre-bord a` grande e´chelle–, et ce
malgre´ le choix discutable de n’estimer qu’une seule valeur de tempe´rature du plasma malgre´ les
effets de projection.
Cet algorithme a permis d’e´tudier les distributions de tempe´rature et d’entropie de deux amas
bimodaux en cours de coalescence (Abell 3921 et Abell 1750). Dans chacun d’eux, nous avons
clairement mis en e´vidence des fronts de choc de compression a` l’interface des sous-groupes ainsi
qu’une structuration en tempe´rature et en entropie perturbe´e dans l’un des sous-groupes. L’analyse
de ces cartes a` deux dimensions, jointe a` celle des profils de densite´ et de tempe´rature de chaque
sous-groupe a` une dimension, a permis d’e´laborer un sce´nario probable de coalescence pour chaque
amas (Belsole et al., 2004). Nous avons aussi cartographie´ la distribution de tempe´rature de l’amas
massif Abell 2163 et mis en e´vidence de tre`s fortes variations de tempe´rature (8 < kT < 20keV ),
en accord avec l’hypothe`se selon laquelle cet amas est en train de subir ou vient de subir un
processus de coalescence violent.
Les perspectives d’e´volution de cet algorithme de spectro-imagerie sont multiples. En ce qui
concerne l’imagerie, un re´e´chantillonnage de l’espace adapte´ aux fortes variations d’e´missivite´
caracte´ristiques du plasma intra-amas permettrait de mieux explorer l’espace spatio-fre´quentiel.
La de´convolution de la fonction d’e´talement de l’instrument pourrait eˆtre envisage´e. L’utilisation
d’autres ondelettes que l’ondelette de Haar permettrait de re´duire quelques artefacts. En ce qui
concerne la spectroscopie, l’imple´mentation d’un estimateur de me´tallicite´ du plasma est envisage´e.
Par ailleurs, l’utilisation de techniques de de´composition du mode`le d’e´mission en composantes
principales pourrait permettre de re´duire sensiblement le temps de calcul. Cette dernie`re possibilite´
a e´te´ explore´e par Churazov et al. (1996), qui ont montre´ que l’on pouvait mode´liser les spectres
d’e´mission du plasma intra-amas par une combinaison line´aire de deux spectres avec une erreur
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relative de 2-4 % dans le re´gime ou` l’e´missivite´ du plasma est domine´e par le rayonnement de
freinage.
A travers les applications e´tudie´es, nous avons montre´ que les algorithmes multi-e´chelles sont
particulie`rement adapte´s a` l’e´tude des processus physiques varie´s intervenant dans le plasma intra-
amas. Le caracte`re automatique de ces algorithmes devrait permettre de ge´ne´raliser leur applica-
tion sur des releve´s de groupes et d’amas de galaxies de diffe´rentes masses et de diffe´rents aˆges
et d’e´tudier statistiquement l’e´volution des proprie´te´s globales du plasma au cours du proces-
sus de formation des structures. Si l’application d’un algorithme multie´chelle est particulie`rement
adapte´e aux spectro-imageurs EPIC du satellite XMM-Newton dont le champ de vue de 30 mi-
nutes d’arc est souvent bien plus large que les de´tails e´tudie´s, un algorithme similaire devrait aussi
eˆtre imple´mente´ au foyer du te´lescope Chandra, qui be´ne´ficie d’une meilleure re´solution spatiale.
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Constantes fondamentales de la physique.
Vitesse de la lumie`re: c = 2.998× 108m.s−1
Masse du proton: mp = 1.6727× 10−27kg
Constante de Boltzmann: k = 1.3806× 10−23J.K−1
Constante de Planck: h = 6.626× 10−34J.s
Constante de gravitation: G = 6.670× 10−11m3kg−1s−2
Unite´s utilise´es en astrophysique.
Constante de Hubble: Ho = 70± 15km.s−1.Mpc−1
Constante de Hubble normalise´e: h = Ho100km.s
−1.Mpc−1
Masse solaire: 1M¯ = 1.989× 1030kg
Luminosite´ solaire: 1L¯ = 3.826× 1026W
Parsec (Unite´ de distance): 1pc = 3.086× 1016m
Me´gaparsec: 1Mpc= 106pc
Erg et Joule (Unite´s cgs et mks d’e´nergie): 1erg = 10−7J
e´lectron-volt (Unite´ d’e´nergie): 1J = 6.241× 1011eV
Energie d’agitation des particules du milieu intergalactique,
longueur d’onde du rayonnement X.
– Ordres de grandeur de la tempe´rature d’e´quilibre et de l’e´nergie cine´tique moyenne des
e´lectrons du milieu intergalactique dans les amas massifs:
T ' 108 K (B.1)
kT ' 1.38× 10−15 J ' 8.62 keV (B.2)
– Ordre de grandeur de la longeur d’onde des photons X e´mis par rayonnement de freinage a`
cette e´nergie:
λ =
hc
kT
= 1.4410−10 m (B.3)
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